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Problem

Modellreduktion

Gegeben sei ein durch eine mathematische Gleichung beschriebenes
Problem, dessen ZustandsgréBen x € R" zu berechnen seien, wobei n
die Dimension des Zustandsraumes bezeichne.

Aufgrund von Redundanzen, Komplexitit 0.4. méchte man das
Verhalten des Systems durch weniger Systemvariablen beschreiben.

Diese Aufgabe nennt man Modellreduktion (auch:
Dimensionsreduktion, Ordnungsreduktion).
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e m Ein digitales Bild mit n, x n, Pixeln kann als Matrix X € R™*"

Peter Benner aufgefaBt werden, wobei x;; den Farbwert angibt.

m Speicherbedarf: 4 - n, - n, Bytes.
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Satz von Schmidt-Mirsky/Eckart-Young

Beste Approximation an X € R™*" bzgl. Spektralnorm vom Rang r:

~ r T
X = E k:lajujvj 5

wobei X = UZ VT die Singuldrwertzerlegung (SVD) von X ist.
Der Approximationsfehler ist || X — X||2 = ogy1-

Idee zur Dimensionsreduktion

Statt X speichere 01,...,0,, U1y« ., Up, Vi,...,V,.
~» Speicherbedarf = r x (ny + n, + 1) Bytes.
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Dimensionsreduktion mittels SVD

m Rang r = 100, = 448 KBytes

Rank-100 spproxination

Beispiel: Gatlinburg

Organisationkomitee
Gatlinburg/Householder Meeting 1964:

James H. Wilkinson, Wallace Givens,
George Forsythe, Alston Householder,
Peter Henrici, Fritz L. Bauer.

Orginal image

m Rang r = 50, =~ 224 KBytes

Rank-50 approxination

640 x 480 Pixel, ~ 1229 KBytes



Hintergrund

Modellreduktion
in der Mikro-
systemtechnik

Bilddatenkompression mit SVD funktioniert, wenn die Singularwerte

beter Benne (exponentiell) abfallen.
, Singularwerte der Bilddatenmatrizen
Modellreduktion
: Clown Gatlinburg
10 T T T T 10 fr T T T
r=20 r=50 r=50 r=100
10° 10°
10" 10"
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_ m JPEG, kurz JPG, ist eines der am weitesten verbreiteten Formate

Hodellieduicion zur komprimierenden, digitalen Speicherung von Bildern.

m JPEG ist die Abkiirzung fiir Joint Photographic Experts Group
und bezeichnet auch das von diesem Gremium entwickelte
verlustbehaftete Kompressions-Verfahren fiir digitale Bilder.

m Der zugrundeliegende Algorithmus ist die diskrete Kosinustrans-
formation (DCT), Dimensionsreduktion entsteht durch
Abschneiden der DCT.

’ H Original \ JPEG ‘
Clown 256 Kbytes | 51 Kbytes
Gatlinburg || 1229 Kbytes | 33 Kbytes




Systemtheorie

Modellreduktion
in der Mikro-
systemtechnik

Peter Benner DynamISChe SySteme

T T { x(t) = f(t,x(t), u(t)),  x(to) = xo,
y(t) = gt x(t),u(t))
mit
m Zustinden x(t) € R”,
m Eingingen u(t) € R™,
m Ausgingen y(t) € RP.
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. X(t) = f(t,x(t),u(t)), - . )%(t) = If\'(tv)?(t)vu(t))y
> {y(f) = g(t, x(t), u(t)). = {f/(t) = g(t,%(t), u(t)).
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m Zustinde x(t) € R”, m Zustdnde X(t) € R", r < n
m Einginge u(t) € R™, m Einginge u(t) € R7,
m Ausginge y(t) € R”. m Ausginge y(t) € R”.

R B

lly — 9|l < Toleranz - ||u|| fiir alle zuldssigen Eingangssignale.
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Lineare Systeme

Modellreduktion

in der Mikro-
systemtechnik Definition: lineare, zeitinvariante Systeme

Peter Benner
f(t,x,u) = Ax+ Bu, AeRM" BeR™™m
Modellreduktion g(t,x, u) = Cx+ Du’ Ce Rpxn, D € RPxXm.

Zustandsraumbeschreibung fiir |/O-Beziehung

S:ury, y(t)= [ h(t—7)u(r)dT

Beachte: Operator S ungeeignet fiir Approximation, da Singularwerte
kontinuierlich; fiir Modellreduktion verwende Hankel-Operator

H:iu vy, ye(t) = [° h(t —r)u(r) dr fiir alle t > 0.

‘H kompakt + beschrankt = H besitzt diskrete SVD
= Best-Approx.-Problem bzgl. 2-ind. Operatornorm wohlgestellt
= geldst von Adamjan-Arov-Krein (AAK Theorie, 1971/78).
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Anwendung der Laplace-Transformation (x(t) — x(s), x(t) — sx(s))
auf das lineare System fiir x(0) = 0:

Modellreduktion

sx(s) = Ax(s) + Bu(s), y(s) = Bx(s) + Du(s),
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Peter Benner Laplace-Transformation / Frequenzraum

Anwendung der Laplace-Transformation (x(t) — x(s), x(t) — sx(s))
auf das lineare System fiir x(0) = 0:

sx(s) = Ax(s) + Bu(s), y(s) = Bx(s) + Du(s),

liefert Zustandsraumbeschreibung fiir 1/O-Beziehung im
Frequenzraum:

y(s) = (B(sl,, —A)~lc+ D)u(s)

=:G(s)

G heiBt Transferfunktion von X.
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Approximiere das dynamische System
Modellreduktion

X = Ax+ Bu, AeRM" BeR™™
y = Cx+ Du, C eRPX" D e RPX™,

durch ein reduziertes Modell

= A%+Bu, AR, BeRxm

= Cx+Du, CeRP*", DeRPXm

> X>-

der Ordnung r < n, so daB

ly =9Il = | Gu = Gul| < (|G — &]l[|ul| < Toleranz - ||ul|
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Peter Benner

Approximiere das dynamische System

Modellreduktion

X = Ax+ By, AeR™"  BeR™™m,
y = Cx+ Du, C e RPX" D e RP*™,

durch ein reduziertes Modell

Ax+Bu,  AeR™*, BeR™m
Cx+Du, CeRP*r, DeRPm

> X>-
[

der Ordnung r < n, so daB
ly = 91 = [1Gu = Gul| < ||G — Gl||u]| < Toleranz - ||u]

= Approximationsproblem min,, .. &)<, |G — G||.



Mikrosystemtechnik (MST)

Definition

Modellreduktion
in der Mikro-
systemtechnik

Peter Benner Definition

Die Mikrosystemtechnik (MST) bearbeitet Strukturen im Mikro-
meterbereich (u). Sie kombiniert Mikroelektronik, Mikromechanik,
Mikrofluidik und Mikrooptik, aber auch Entwicklungen der Bio-
technologie und Nanotechnologie, indem sie Strukturen aus diesen
Bereichen zu neuen Systemen vereinigt. In diesen Systemen wirken
Sensoren und Aktoren zusammen.

Quelle: WIKIPEDIA, http://de.wikipedia.org
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MST beschéftigt sich mit dem Entwurf und der Herstellung von
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Peter Benner Definition

Die Mikrosystemtechnik (MST) bearbeitet Strukturen im Mikro-
meterbereich (u). Sie kombiniert Mikroelektronik, Mikromechanik,
Mikrofluidik und Mikrooptik, aber auch Entwicklungen der Bio-
technologie und Nanotechnologie, indem sie Strukturen aus diesen
Bereichen zu neuen Systemen vereinigt. In diesen Systemen wirken
Sensoren und Aktoren zusammen.

MST beschéftigt sich mit dem Entwurf und der Herstellung von
mikroelektronischen Schaltungen und mikromechanischer und mikro-
optischer Bauelemente in Halbleitermaterialien wie kristallinem Sili-
zium oder Gallium-Arsenid.

Hiufige Bezeichnung: MicroElectroMechanicalSystems (MEMS).

Quelle: WIKIPEDIA, http://de.wikipedia.org
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Bubble-Jet Druckképfe moderner Drucker (Kombination mikro-
meterfeiner Diisen mit Heizelementen),

Moderne Automobiltechnik: Airbag-Sensoren, ESP, ...

Instrumente der minimal-invasiven Chirurgie (Endoskope),

chemische Sensoren fiir die Lebensmitteliiberwachung,

Mikroprozessoren.
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Anwendung: Nanosatelliten

Peter Benner
m Ziel: Ziindung von Festbrennstoffen
durch elektrische Impulse

m Thermodynamisches Modell,
Ziindungsimpuls durch Erhitzung
eines elektrischen Widerstandes iiber
angelegte Spannung.

m Designproblem: Erreichen der Ziind- EotySE so6
SiNx

temperatur einer Brennstoffzelle,
ohne benachbarte Zellen zu ziinden.

m FEM-Ortsdiskretisierung fiir thermo-
dynamisches Modell liefert lineares Fuel Si-substrate
System, m=1, p=17.

(2D: n = 11,445, 3D: n=79,171)

Quelle: The Oberwolfach Benchmark Collection nttp: //uwu. intek.de/simulation/benchmark


http://www.imtek.de/simulation/benchmark
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m Anwendung: Inertialnavigation
(Tragheitsnavigation)

m Sensor zur Positionsbestimmung
aus Beschleunigung und
Drehung.

m Anregung der Elektroden durch
angelegte Spannung 138t Fligel

vibrieren, durch Coriolis-Kraft Segtvty
erzeugte Rotation liefert !
Sensordaten.

m FEM-Modell: n = 34,722,

Coriolis acc, Goriolis acc.

Quelle: The Oberwolfach Benchmark Collection nttp://uwu. intek.de/simulation/benchmark


http://www.imtek.de/simulation/benchmark
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stellen, daB thermische/elektromagnetische Effekte die
Signaliibertragung nicht storen.
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Mikroelektronik

Modellreduktion

il Fortschreitende Miniaturisierung: Moore’s Law besagt, daB sich
systemtechni
die Anzahl der Transistoren auf einem Chip alle 12 (spater 18)
Monate verdoppelt.
m Verifikation von VLSI/ULSI Chip Entwiirfen erfordert hohe
Anzahl an Simulationsldufen fiir verschiedenste Eingangssignale.

Peter Benner

m Durch immer weiter erhéhte Packungsdichte liegen Leiterbahnen
so dicht, daB diese mitmodelliert werden miissen, um sicher zu
stellen, daB thermische/elektromagnetische Effekte die
Signaliibertragung nicht storen.

m Lineare Systeme in der Mikroelektronik entstehen bei modifi-
zierter Knotenanalyse (MNA) fiir RLC Netzwerke, z.B. bei

Entkopplung von linearen Anteilen von VSLI Chips,

m Modellierung der Leiterbahnen,

m Modellierung der Ladungen von Pins in VLSI Chips,

m Linearisierung um Arbeitspunkte.



Mikroelektronik

Miniaturisierungsbeispiel

Modellreduktion

néeriie | Intel 4004 (1971) Intel Pentium IV (2001)

Peter Benner \ l
|

o 4 m 7-lagig, Bauelemente ~ 0.18u
m 1-lagig, Bauelemente ~ 10pu m 42,000,000 Transistoren
m 2,300 Transistoren m 2 GHz Taktfrequenz
m 64 kHz Taktfrequenz m 2km Leiterbahnen
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in der Mikro- Typische Problemstellung bei der Simulation von MEMS:
S Kopplung (oft iiber Randbedingungen) verschiedener Modelle in einer
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m Zu hohe Simulationszeiten aufgrund hoher Dimensionen der
einzelnen Modelle.
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Gekoppelte Systeme

Modellreduktion

in der Mikro- Typische Problemstellung bei der Simulation von MEMS:
S Kopplung (oft iiber Randbedingungen) verschiedener Modelle in einer
Simulation ~» Probleme und Herausforderungen:

Peter Benner

m Kopplung stabiler dynamischer Systeme liefert nicht
notwendigerweise stabiles Gesamtsystem.

i i Thermodynamisches

Modell

Strukturmechanisches
Modell

Elektronischer
Schaltkreis




Gekoppelte Systeme

Modellreduktion

in der Mikro- Typische Problemstellung bei der Simulation von MEMS:
S Kopplung (oft iiber Randbedingungen) verschiedener Modelle in einer
Simulation ~» Probleme und Herausforderungen:

Peter Benner

m Multiskalenphdnomene.

i i Thermodynamisches

Modell

Strukturmechanisches
Modell

Elektronischer
Schaltkreis




Modellreduktion

in der Mikro- m Automatische Generierung von reduzierten Modellen.

systemtechnik

Peter Benner



Modellreduktion
in der Mikro-
systemtechnik

Peter Benner

m Automatische Generierung von reduzierten Modellen.

m Einhaltung vorgegebener Fehlertoleranz fiir alle zuldssigen
Eingangssignale gemaB

ly — 9|l < Toleranz - ||ul|

= bendtige berechenbare Fehler(ab)schatzung!
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Modellreduktion
in der Mikro-
systemtechnik

Peter Benner

m Automatische Generierung von reduzierten Modellen.

m Einhaltung vorgegebener Fehlertoleranz fiir alle zulassigen
Eingangssignale gemaB

ly — 9|l < Toleranz - ||ul|

= bendtige berechenbare Fehler(ab)schatzung!
m Erhalte physikalische Eigenschaften
m Stabilitat (A(A) C C7)
m Phase (Nullstellen von G)
m Passivitat:

t
/ u(r) y(r)dr >0 VteR, Vue L(RR").

— 00

“System erzeugt keine Energie.”




Modellreduktion

Modellreduktion
in der Mikro-
systemtechnik

Peter Benner

Methoden

Kompakte Modellierung
Modales Abschneiden
Guyan-Reduktion/Substrukturierung
Padé-Approximation und Krylovraumverfahren

Balancierungstechniken



Kompakte Modellierung

Modellreduktion

systemtechnik

Peter Benner Ersetze dynamisches System durch Ersatzschaltbild.
Ersatzschaltbild = elektrisches Netzwerk.

Methoden
Vi Vi
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Modellreduktion
in der Mikro-
systemtechnik

Peter Benner

Methoden

Kompakte Modellierung

Ersetze dynamisches System durch Ersatzschaltbild.
Ersatzschaltbild = elektrisches Netzwerk.

Beispiel: PNP Transistor

Vollstandige Beschreibung erfordert
Kombination von Transportgleichung,
Maxwellgleichung, Poisson-Boltz-
mann-Gleichung.

Ersatzschaltung: Modellierung durch
2 Dioden.

Weitere Vereinfachung fiir Analyse

kleiner Signale im Wesentlichen
durch einfaches RLC Netzwerk.

Iy -

28
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Modellreduktion
in der Mikro-
systemtechnik

Peter Benner

Methoden

Kompakte Modellierung

Ersetze dynamisches System durch Ersatzschaltbild.
Ersatzschaltbild = elektrisches Netzwerk.

Beispiel: PNP Transistor

Vollstandige Beschreibung erfordert —Yw, Ve
Kombination von Transportgleichung, F.lE Icc
Maxwellgleichung, Poisson-Boltz- fre s

mann-Gleichung.

Ersatzschaltung: Modellierung durch - v
2 Dioden. "R

Weitere Vereinfachung fiir Analyse
kleiner Signale im Wesentlichen
durch einfaches RLC Netzwerk.

a) [

d)
Problem: Weder automatische Modellgenerierung

noch Fehlerabschatzungen.



Modales Abschneiden

Modellreduktion
in der Mikro-
systemtechnik

PO Projiziere Zustandsraum auf A-invarianten Unterraum V), wobei

VY = span(vy, ..., V),

Witredtn vk = Eigenvektoren zu dominanten Moden = Eigenwerten von A.



Modales Abschneiden

Modellreduktion
in der Mikro-

systemtechnik
Projiziere Zustandsraum auf A-invarianten Unterraum V), wobei

Peter Benner
VY = span(vy, ..., V),

Methoden vk = Eigenvektoren zu dominanten Moden = Eigenwerten von A.

Eigenschaften:

m Einfache Berechnung fiir groBe Systeme, z.B. mit Krylov-
raum-Verfahren (Lanczos, Arnoldi), Jacobi-Davidson-Methode.

m Fehlerabschatzung fiir diagonalisierbare Matrizen:
1
NaeA (Axn) IRE(A)|

IG — Gl < condz (T) 1C2ll2]lB2]|2—

wobei T71AT = diag(Ah A2)



Modales Abschneiden

Modellreduktion
in der Mikro-

systemtechnik

PO Projiziere Zustandsraum auf A-invarianten Unterraum V), wobei
VY = span(vy, ..., V),

Methoden vk = Eigenvektoren zu dominanten Moden = Eigenwerten von A.

Schwierigkeiten:

m Eigenwerte sind nur bei selbstadjungierten Problemen relevant.

m DominanzmaBe schwierig zu berechnen.
(Litz (1979): Verwendet Jordan-Normalform)

m Fiir Fehlerabschiatzung bendtige gesamte Eigenvektormatrix.



Guyan-Reduktion (Statische Kondensation)

Modellreduktion
in der Mikro-

stemtechnie _

Peter Benner

m Komponenten x;(t) werden als Zustande im Knoten j eines
(FE-)Netzes betrachtet.

Methoden m Sortiere und partitioniere Zustandsvektor x = {fj] mit

m x. € R" — duBere Knoten (Master-Knoten),
m x; € R"™" — innere Knoten.

m Eliminiere alle inneren Knoten, mathematisch:
A=A — AiA T A

Schur-Komplement von A; bzgl. A= [A_e f‘;f].

m L6se nach x. auf.



Guyan-Reduktion (Statische Kondensation)

Modellreduktion
in der Mikro-

systemtechnik Eigenschaften.
Peter Benner

+ Einfache Berechnung fiir groBe Systeme mit definiter A-Matrix,
z.B. mit CG.

Wit + Natiirlicher Ansatz im Zusammenhang mit Gebietszerlegungs-
methoden.

+ In ANSYS als Dimensionsreduktionsverfahren implementiert.

+ Hierarchische Anwendung (Substrukturierung) in der modalen
Basis (Craig-Bampton-Verfahren) liefert brauchbare Methoden
fiir Anwendungen in der Strukturmechanik.

— Dynamik des Systems wird ignoriert.



Padé-Approximation

Modellreduktion
in der Mikro-

systemtechnik

Peter Benner

m Betrachte
Ex=Ax+ Bu, y=Cx

mit Transferfunktion G(s) = C(sE — A)~1B.

Methoden
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Methoden
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systemtechnik

Feter Bemer m Betrachte
Ex=Ax+ Bu, y=Cx
mit Transferfunktion G(s) = C(sE — A)~1B.
m Firm=p=1und s € A(AE)

Methoden

G(s) = C((soE—A)+(s—s)E)'B

— C(I—(s—so)(soE—A)E)!

(soE —A)'B



Padé-Approximation

Modellreduktion
in der Mikro-

systemtechnik

Feter Bemer m Betrachte
Ex=Ax+ Bu, y=Cx
mit Transferfunktion G(s) = C(sE — A)~1B.
m Firm=p=1und s € A(AE)

Methoden

G(s) = C((soE—A)+(s—s)E)'B
= C(I—(s—s)(s0E—A)'E) (s0E—A)"'B
= mo+m1(s—so)+m2(s—so)2+...

-1



Padé-Approximation

Modellreduktion
in der Mikro-

systemtechnik

Feter Bemer m Betrachte
Ex=Ax+ Bu, y=Cx
mit Transferfunktion G(s) = C(sE — A)~1B.
m Firm=p=1und s € A(AE)

Methoden

G(s) = C((soE—A)+(s—s)E)'B
= C(I—(s—s)(s0E—A)'E) (s0E—A)"'B
= mo+m1(s—so)+m2(s—so)2+...

-1

— Fir s =0: mj := C(A’IE)jA’lB = Momente.
— Fiir sp = 0o: m;j := C(E"*AYE™'B = Markov-Parameter.



Padé-Approximation

Modellreduktion
in der Mikro-

systemtechnik

Peter Benner n Betrachte
Ex = Ax+ Bu, y=Cx

mit Transferfunktion G(s) = C(sE — A)~1B.
m Approximiere G(s) durch rationale Funktion

Methoden

ar 18"V a, 082 4+ .+ aqs + o
Brs" 4 Bro1s" ...+ P15+ 1

G(s) =

Die r-te Padé-Approximation ist definiert durch
G(s) = G(s) + O((s — 50)*).

d.h. mj = iy fiir j =1,...,2r — 1 ~» Moment Matching.



Padé-Approximation

Modellreduktion

in der Mikro- Asymptotic Waveform Evaluation (AWE):

systemtechnik

Peter Benner Losung des Padé-Approximations-Problems:

ﬁr my
Methoden M = I
/61 mar_1
mit der Hankel-Matrix
mo my mp 000 my_1
my ma me
M = my
me—1 m. ... myr—2

Dann gilt mit G :=1: o = ZJ;.(:o myfi—k.



Padé-Approximation

Modellreduktion

in der Mikro- Bemerkungen:

systemtechnik

Peter Benner

m AWE ist numerisch instabil, da explizite Berechnung der
Momente Potenzen von Matrizen erfordert.

Methoden



Padé-Approximation

Modellreduktion
in der Mikro- Bemerkungen:

systemtechnik

Peter Benner

m AWE ist numerisch instabil, da explizite Berechnung der
Momente Potenzen von Matrizen erfordert.

m Besser: Padé-via-Lanczos Methode (PVL).
GALLIVAN/GRIMME/ VAN DOOREN 1994, FREUND/FELDMANN 1996
Mit unsymm. Lanczos vermeide explizite Momentenberechnung.
Bemerkung: Arnoldi-Verfahren liefert i.a. nur

Methoden

G(s) = G(s) + O((s — s0)").
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in der Mikro- Bemerkungen:

systemtechnik

Peter Benner

m AWE ist numerisch instabil, da explizite Berechnung der
Momente Potenzen von Matrizen erfordert.

m Besser: Padé-via-Lanczos Methode (PVL).
GALLIVAN/GRIMME/ VAN DOOREN 1994, FREUND/FELDMANN 1996
Mit unsymm. Lanczos vermeide explizite Momentenberechnung.
Bemerkung: Arnoldi-Verfahren liefert i.a. nur

Methoden

G(s) = G(s) + O((s — s0)").

m PVL ist meist verwendetes Verfahren in der Mikroelektronik.



Padé-Approximation

Modellreduktion

in der Mikro- Bemerkungen:

systemtechnik

Peter Benner

m AWE ist numerisch instabil, da explizite Berechnung der
Momente Potenzen von Matrizen erfordert.

m Besser: Padé-via-Lanczos Methode (PVL).

GALLIVAN/GRIMME/ VAN DOOREN 1994, FREUND/FELDMANN 1996
Mit unsymm. Lanczos vermeide explizite Momentenberechnung.

Methoden

Bemerkung: Arnoldi-Verfahren liefert i.a. nur
G(s) = G(s) + O((s — %))

m PVL ist meist verwendetes Verfahren in der Mikroelektronik.
m Nachteile:
— Keine berechenbaren Fehlerabschatzungen.
Nur heuristische Kriterien fiir Wahl der Entwicklungspunkte.
Nur lokal gute Approximationseigenschaften.
Erhaltung physikalischer Eigenschaften nur in Spezialfallen.



Balanciertes Abschneiden

in der Mikro-
systemtechnik
Bty B m System X, gegeben durch (A, B, C, D), heiBt balanciert, falls fiir
Losungen P, Q der Lyapunovgleichungen
AP+ PAT +BBT =0, ATQ+QA+C'C =0,

Methoden

gilt: P = Q = diag(o1,...,0n) Mit oy > 02 > ... >0, > 0.



Balanciertes Abschneiden
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in der Mikro-
systemtechnik

Bty B m System X, gegeben durch (A, B, C, D), heiBt balanciert, falls fiir
Losungen P, Q der Lyapunovgleichungen

AP+ PAT + BBT = 0, ATQ+QA+C'C = 0,
Methoden

gilt: P = Q = diag(o1,...,0n) Mit oy > 02 > ... >0, > 0.
m {01,...,0,} sind die Hankel-Singuldrwerte des Systems.



Balanciertes Abschneiden

Eae _
in der Mikro-

systemtechnik

Bty B m System X, gegeben durch (A, B, C, D), heiBt balanciert, falls fiir
Losungen P, Q der Lyapunovgleichungen

AP+ PAT + BBT = 0, ATQ+QA+C'C = 0,

Methoden
gilt: P = Q = diag(o1,...,0n) Mit oy > 02 > ... >0, > 0.
m {01,...,0,} sind die Hankel-Singuldrwerte des Systems.
m Berechne balancierte Realisierung des Systems durch
Zustandsraumtransformation

T:(AB,C,D) — (TAT ', TB, T 'C,D)

_ A A B
- (& &) [a]ta alo)



Balanciertes Abschneiden

Eae _
in der Mikro-

systemtechnik
Bty B m System X, gegeben durch (A, B, C, D), heiBt balanciert, falls fiir
Losungen P, Q der Lyapunovgleichungen

AP+ PAT + BBT = 0, ATQ+QA+C'C = 0,

Methoden
gilt: P = Q = diag(o1,...,0n) Mit oy > 02 > ... >0, > 0.
m {01,...,0,} sind die Hankel-Singuldrwerte des Systems.
m Berechne balancierte Realisierung des Systems durch
Zustandsraumtransformation

T:(AB,C,D) — (TAT ', TB, T 'C,D)
_ Al A B
- <[A21 Azz}’{Bz]’[Cl CZ]’D)

m Reduziertes Modell: (A, B, C, D) = (A1, B1, Gi, D).
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systemtechnik . . . . .
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u_ +— y. in balancierten Koordinaten:

Methoden



Balanciertes Abschneiden

Modellreduktion 1 1 o

fodellrecukti Motivation:

systemtechnik . . . . .

’ HSV sind invariant unter 7 und bestimmen Energietransfer von
u_ +— y. in balancierten Koordinaten:

Peter Benner

m Minimale Energie, um xg zu erreichen:

Methoden 0 - - L 2 1 )
inf t t)dt = x5 P~ "xp = —Xp
in / u(t) " u(t) Xo X0 Z aJ-XO’f

u€ Ly(—00,0]
X(20):><0 - j=1



Balanciertes Abschneiden

Modellreduktion 1 1 o

fodelireduktio Motivation:

systemtechnik . . . . .

’ HSV sind invariant unter 7 und bestimmen Energietransfer von
u_ +— y. in balancierten Koordinaten:

Peter Benner

Methoden

m Im System enthaltene Energie fiir x(0) = xo und u(t) = 0:

IyI3 = / ()T y(t) dt = x] Qo = > o,
j=1



Balanciertes Abschneiden

Modellreduktion 1 1 o

fodelireduktio Motivation:

systemtechnik . . . . .

’ HSV sind invariant unter 7 und bestimmen Energietransfer von
u_ +— y. in balancierten Koordinaten:

Peter Benner

Methoden

m Energietransfer von u_ nach y;:

2 1 n
Fe ap — Iy ll2 _ S 022,
UE Lo(—00,0] T H 0”2 — |
x(0)=xq f U(t) u(t) dt =1
—00

Schneide “kleine” HSV ab, analog zur SVD!
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Balanciertes Abschneiden

Modellreduktion ]
in der Mikro- BereChnung.

systemtechnik
Peter Benner Berechne Cholesky-Faktoren der Losungen der
Lyapunovgleichungen,

P=S"S, Q=R'R.

n ]
22 VZT i

T,=x"?VR, T,=STux[Y?
Reduziertes Modell ist (T;AT,, T;B, CT,, D).

Methoden

Berechne SVD

SRT =[ Uy, Us]

Setze
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systemtechnik

Feter Benne m Reduziertes Modell ist stabil und balanciert.
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m Verschiedene Varianten durch Wahl andere Gram’scher
Matrizen; dadurch Erhaltung z.B. von Passivitat.
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WebComputing Interface.



Balanciertes Abschneiden

Modellreduktion H .
in der Mikro. Eigenschaften:

systemtechnik

Peter Benner m Reduziertes Modell ist stabil und balanciert.
m Adaptive Wahl von r durch berechenbare Fehlerabschatzung:

n
Methoden ||.y - .y||2 S (2 Zk:r+l Jk) ||Ll||2

m Verschiedene Varianten durch Wahl andere Gram’scher
Matrizen; dadurch Erhaltung z.B. von Passivitat.

m Komplexitit bisher O(n®) .

Neue algorithmische Ideen der numerischen linearen Algebra ~~:

— Effiziente parallele Algorithmen ~~ Software PLICMR mit
WebComputing Interface.

— Sparse Implementierung mit Hilfe sparser Lyapunov-Lser
LyaPack, SpaRed mit Komplexitit O(nr?).



Modellreduktion
in der Mikro-
systemtechnik

Peter Benner

Methoden

Balanciertes Abschneiden

Eigenschaften:

m Reduziertes Modell ist stabil und balanciert.

m Adaptive Wahl von r durch berechenbare Fehlerabschatzung:

ly =5l < (237 o) llullz

m Verschiedene Varianten durch Wahl andere Gram’scher
Matrizen; dadurch Erhaltung z.B. von Passivitat.
m Komplexitit bisher O(n®) .
Neue algorithmische Ideen der numerischen linearen Algebra ~~:
— Effiziente parallele Algorithmen ~~ Software PLICMR mit
WebComputing Interface.
— Sparse Implementierung mit Hilfe sparser Lyapunov-Lser
LyaPack, SpaRed mit Komplexitit O(nr?).
— Fiir spezielle Probleme Implementierung mit Hilfe hierarchischen
Matrizen, Komplexitit O(nlog®(n)r?).



Beispiele

Modellreduktion

in der Mikro- . .
systemtechnk | MEMS Mikroelektronik

Peter Benner

1. Microthruster: 3. Interconnect:

Modell zur Modellierung von
parasitaren Effekten durch
Leiterbahnen.

Quelle: Infineon AG, Miinchen

Beispiele

4. Induktionsspule:

passives Bauteil fiir Filter
u.a.
Quelle: MIT /Jing-Rebecca Li




Microthruster

Modellreduktion
in der Mikro- . .
systemtechnik axial-symmetrisches 2D Modell

Feter Benne m FEM Diskretisierung mit linearen Elementen ~» n = 4,257, m =1,
p=T.

m Reduziertes Modell berechnet mit SPARED und Arnoldi(A, B).
Microthruster m Ordnung des reduzierten Modells: r = 30 (r = 120 fiir Arnoldi).



Microthruster

Modellreduktion
in der Mikro-
systemtechnik

axial-symmetrisches 2D Modell

Feter Benne m FEM Diskretisierung mit linearen Elementen ~» n = 4,257, m =1,
p=T.
m Reduziertes Modell berechnet mit SPARED und Arnoldi(A, B).

Ordnung des reduzierten Modells: r = 30 (r = 120 fiir Arnoldi).

Frequenzgangsanalyse

Frequency Response

Microthruster

[, - - -original system
S 11111 SpaRed(30)
10 o, - = Amoldi(30)

Y —— Armnoldi(120)

Magnitude




Microthruster

Modellreduktion
in der Mikro- . .
systemtechnik m axial-symmetrisches 2D Modell

Peter Benner

m FEM Diskretisierung mit linearen Elementen ~~ n = 4,257, m=1,
p=T.

m Reduziertes Modell berechnet mit SPARED und Arnoldi(A, B).

Microthruster m Ordnung des reduzierten Modells: r = 30 (r = 120 fiir Arnoldi).
Frequenzgangsanalyse Absoluter Fehler
) e s o Frequency Response Error
10
Fras, - - - -original system
a Sm, 1111 SpaRed(30) 3
10 ~a, - = Amoldi(30) 10
\,‘ —— Armnoldi(120)
10" \,‘ @ 10°
2 : - R L EECEE T
: :
g S 10®
107 SpaRed(30)
Arnoldi(30)
o Arnoldi(120)
-
Rt 10° 10 10° 10° 10’ 10° 10! 10° 10°



Microthruster

Modellreduktion
in der Mikro- . .
apstemtechnik axial-symmetrisches 2D Modell

Peter Benner m FEM Diskretisierung mit quadratischen Elementen ~~ n = 11, 445,
m=1 p=T.

m Reduziertes Modell berechnet mit LyaPack [Penz/ '99].

Mg m Ordnung des reduzierten Modells: r = 28.
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apstemtechnik axial-symmetrisches 2D Modell

Peter Benner m FEM Diskretisierung mit quadratischen Elementen ~~ n = 11, 445,
m=1 p=T.
m Reduziertes Modell berechnet mit LyaPack [Penz/ '99].
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Butterfly gyro

Modellreduktion
in der Mikro-
systemtechnik

St B m FEM Diskretisierung des strukturdynamischen Modells mit
quadratischen Tetraeder-Elementen (ANSYS)
~n=234,722, m=1, p=12.

m Reduziertes Modell berechnet mit SPARED, r = 30.
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Modellreduktion
in der Mikro-
systemtechnik

St B m FEM Diskretisierung des strukturdynamischen Modells mit
quadratischen Tetraeder-Elementen (ANSYS)
~n=234,722, m=1, p=12.

m Reduziertes Modell berechnet mit SPARED, r = 30.

Butterfly gyro

Frequenzgangsanalyse Hankel-Singularwerte

Hankel singular values

Bode Diagram
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Interconnect

Modellreduktion
in der Mikro-

S m RLC Netzwerk, Kennlinie hat steile Flanke bei 100 Hz.
teEs s m n =199, m = p = 2, reduziertes Modell mit PLICMR: r = 20.
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Interconnect

Modellreduktion
in der Mikro-

S m RLC Netzwerk, Kennlinie hat steile Flanke bei 100 Hz.
teEs s m n =199, m = p = 2, reduziertes Modell mit PLICMR: r = 20.

Genauigkeit des reduzierten Modells

Bode Diagram
From: In(1) From: In(2)

Interconnect 50

-100

To: Out(1)

-150

-200

Magnitude (dB)

To: Out(2)
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Induktionsspule

Modellreduktion
in der Mikro-

SYSEEEC m n =500, m=1, p=1, numerischen Rang der Gram'schen ist 34.

Peter Benner

m Passives Bauteil, daher verwende Balancierung fiir positiv-reale
Systeme.

m Reduziertes Modell berechnet mit PLICMR, r = 11.
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Induktionsspule

Modellreduktion
in der Mikro-

SYSEEEC m n =500, m=1, p=1, numerischen Rang der Gram'schen ist 34.

Peter Benner

m Passives Bauteil, daher verwende Balancierung fiir positiv-reale
Systeme.

m Reduziertes Modell berechnet mit PLICMR, r = 11.

ndukionsspuie | FF€QUENZgangsanalyse Absoluter Fehler

7 Absolute error for spiral inductor

Frequency responses for spiral inductor x10

Magnitude
1G(iw) - G (i)

5

1

10°
Frequency & Frequency



Ausblick

Modellreduktion
in der Mikro-

systemtechnik Parametrisierte Modelle

Peter Benner

m Betrachte

x = A(p)x + B(p)u, y = C(p)x+ D(p)u
Ausblick

wobei p € R® freie Paramter sind, die im reduzierten Modell
erhalten bleiben sollen.
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m Beispiele:
— Nicht spezifizierte Randbedingungen, z.B. bei thermischen
Modellen von ICs (integrierten Schaltkreisen),
— Anemometer (Strémungssensor),
— Elektrochemisches Rastermikroskop.
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Modellreduktion
in der Mikro-

systemtechnik Parametrisierte Modelle

Peter Benner

m Betrachte

x = A(p)x + B(p)u, y = C(p)x+ D(p)u
Ausblick

wobei p € R® freie Paramter sind, die im reduzierten Modell
erhalten bleiben sollen.
m Beispiele:
— Nicht spezifizierte Randbedingungen, z.B. bei thermischen
Modellen von ICs (integrierten Schaltkreisen),
— Anemometer (Strémungssensor),
— Elektrochemisches Rastermikroskop.
m Oft: B, C, D parameterunabhingig,
A(p) = Ao+ p1A1 + ... + psAs.
= Lineare Modellreduktionsmethoden anwendbar.
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ist i.a. noch keine Modellreduktion!
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Ausblick
ist i.a. noch keine Modellreduktion!

m POD (“proper orthogonal decomposition”) verwendet
Simulationen mit Originalsystem sowie statistische Methoden
(Hauptkomponentenanalyse).

m Nichtlinearitdten mit spezieller Struktur:

— Kontroll-affine Systeme: f(t, x, u) = g(x) + Bu
~~ Carlemann-Bilinearisierung,
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~~ Balancierungstechniken?
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Ausblick
ist i.a. noch keine Modellreduktion!

m POD (“proper orthogonal decomposition”) verwendet
Simulationen mit Originalsystem sowie statistische Methoden
(Hauptkomponentenanalyse).

m Nichtlinearitdten mit spezieller Struktur:

— Linearisierung entlang Lsungstrajektorie
~~ zeitvariante lineare Systeme ...

Balancierungstechniken?
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Modellreduktion
in der Mikro-

hnik . .
ystemeechnt Nichtlineare Systeme
Peter Benner

m Modale Projektion

x~ V& x=WTF(V&, u)
Ausblick

ist i.a. noch keine Modellreduktion!

m POD (“proper orthogonal decomposition”) verwendet
Simulationen mit Originalsystem sowie statistische Methoden
(Hauptkomponentenanalyse).

m Nichtlinearitdten mit spezieller Struktur:

— “Uberwiegend" lineare Systeme: x = Ax + Nh(z) + Bu
mit Hx =: z € R?, £ <« n ~» formal lineares System:

x=Ax+[ B N]{h(“z)}
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