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Optimale Steuerung

Optimale Steuerung

Optimale Steuerung
dient der Optimierung dynamischer Prozesse,
die durch gewdhnliche oder partielle Differentialgleichungen beschrieben werden,
wobei ein Kostenfunktional minimiert wird
(z.B. Energiekosten, Abweichung von vorgegebener Route/Bahnkurve=Trajektorie),

so dass ein vorgegebenes Ziel
in einer bestimmten oder minimaler Zeit
erreicht wird,

unter Einhaltung von Grenzwerten fiir die ZustandsgroBen bzw.
von Beschrankungen der SteuergrdBen.
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Optimale Steuerung

Optimale Steuerung —
Ein groBer Schritt fiir die Mathematik. .. (historische Aufarbeitung: [Pesch/Plail 2009])

Das Pontryaginsche Minimumprinzip

[BOLTYANSKII/ GAMKRELIDZE / PONTRYAGIN 1960]
Es sei (x*, u®) : [0, T] — R” X U eine optimale Lésung des Optimalsteuerungsproblems
T
Minimiere F(x, u) = g(x(T)) + / fo(t, x(t), u(t)) dt
0

unter x = f(t, x, u) firt € [0, T],
x(0) =x9,  ¥(x(T)) =0,
u(t) € U, U C R™ nichtleer, konvex, abgeschlossen,
wobei die Matrix 1)y (x* (T)) vollen Rang habe. Weiterhin sei die zugehdrige Hamilton-Funktion
H(t, %, A, 1) == Aofo(t, x, u) + (X, £(t, x, u)) = Agfo(t, x, u) + X | £(£, x, u).

Dann existieren Ag > 0 und eine stetige und stiickweise stetig differenzierbare Funktion X : [0, T] — R" und ein Vektor v € R mit
(Xg» A(t), v) # Ofiiralle t € [0, T], sodass die folgenden Aussagen gelten:

(i) An allen Stetigkeitsstellen t € [0, T] von u™(-) gilt die Minimumbedingung
H(t, x™ (1), A(t), u™(t)) = min H(t, x™(t), A(t), u).
ueUy

(/) An allen Stetigkeitsstellen t € [0, T] von u* (-) gilt die adjungierte Differenti

MO T = —Hx(e, x™ (0, A(0), o™ (1)
(iii) Im Endzeitpunkt T gilt die Transversalititsbedingung

AT = Aogx ™ (1) + v T (<" (T)).

(iv) Im Falle freier Endzeit gilt fiir die optimale Endzeit T*

H(T™ 5 (T*), X(T™), u™(T*)) = 0.
(v) Fiir autonome Systeme (also H(t, x, X, u) = H(x, X, u)) gilt auBerdem

H(x™(t), A(t), u™ (t)) = const in [0, T].
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MOR fiir lin MOR Ausblick

[e]e]e]e]e]e]e)

Optlmale Steuerung Neil Alden Armstrong, 21. Juli 1968:
"That’s one small step for man . ..
one ...giant leap for mankind!”

... ein groBer Sprung fiir die Menschheit!

APOLLO 11 FLIGHT PROFILE
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Bildnachweise:
Mitte Apollo 11 Mission Operations report, http://history.nasa.gov/alsj/a11/A11_MissionOpReport.pdf

Li./re., oben http://de.wikipedia.org/wiki/Apollo_11,
Li./re., unten NASA photo IDs AS11-44-6552, $69-42583.
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Regelung

Optimale Steuerung in der Praxis

Wichtige Beobachtung

Optimierte Losungstrajektorie x(t; u,) und vorberechnete Steuerung
u.(t) koénnen in der Realitat nicht eingehalten werden wegen

@ Modellierungsfehlern bzw. nicht modellierter Dynamik,
@ Modellunsicherheiten,

@ duBeren Stérungen,

o Messfehlern und -ungenauigkeiten.
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Regelung

Optimale Steuerung in der Praxis

Wichtige Beobachtung

Optimierte Losungstrajektorie x(t; u,) und vorberechnete Steuerung
u.(t) koénnen in der Realitat nicht eingehalten werden wegen

@ Modellierungsfehlern bzw. nicht modellierter Dynamik,
@ Modellunsicherheiten,
@ duBeren Stérungen,
o Messfehlern und -ungenauigkeiten.
Konsequenz: Bendtige Regelung (" Feedback™)

u(t) = u(t) + U(t, x(t) — x.(t)).
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Regelung

Regelung

Optimale Steuerung in der Praxis

Beispiel: Optimale Steuerung eines einfachen Stromungsmodells

Burgersgleichung:

Oex(t,€) = vO0eex(t,8) — x(t,8) 9ex(t, &) + B(§)u(t)+F(&)v(t),
X(tr 0) = X(t7 1) =0, X(Orf) = X0(§)+77(£)’ S (07 1)7
Y(trg) = CX(t,&)-i—W(t, 6)

Geférdert durch DFG Projekt BE3715/1-1 Numerical Solution of Optimal Control Problems
with Instationary Diffusion-Convection and Diffusion-Reaction Equations.
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Regelung

Regelung

Optimale Steuerung in der Praxis

Beispiel: Optimale Steuerung eines einfachen Stromungsmodells
Burgersgleichung:

Oex(t,€) = vO0eex(t,8) — x(t,8) 9ex(t,8) + B(§)u(t)+F(&)v(t),
X(tr 0) = X(t7 1) =0, X(Oré) = X0(§)+77(€)’ S (07 1)7
Y(tr'g) = CX(t,ﬁ)-i—W(t, 6)

Nichtlineare Regelung (hier: MPC-LQG), nur Stérungen am Eingang:

2
t

Reduktion des Folgefehlers fT [Ix(t) — x«(t)||? dt um Faktor > 10.
[BENNER/GORNER, PAMM 2006]; [BENNER/GORNER/SAAK, Springer LNCSE 2006].

Geférdert durch DFG Projekt BE3715/1-1 Numerical Solution of Optimal Control Problems
with Instationary Diffusion-Convection and Diffusion-Reaction Equations.
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Regelung

Regelung

Optimale Steuerung in der Praxis

Beispiel: Optimale Steuerung eines einfachen Stromungsmodells
Burgersgleichung:

Oex(t,€) = vO0eex(t,8) — x(t,8) 9ex(t,8) + B(§)u(t)+F(&)v(t),
X(tr 0) = X(t7 1) =0, X(Oré) = X0(§)+77(€)’ S (07 1)7
Y(tr'g) = CX(t,ﬁ)-i—W(t, 6)

Nichtlineare Regelung (hier: MPC-LQG), Zustand und Steuerung:

Reduktion des Folgefehlers [T [|x(t) — x.(t)||3 dt um Faktor > 10.
[BENNER/GORNER, PAMM 2006]; [BENNER/GORNER/SAAK, Springer LNCSE 2006].

Geférdert durch DFG Projekt BE3715/1-1 Numerical Solution of Optimal Control Problems
with Instationary Diffusion-Convection and Diffusion-Reaction Equations.
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Beispiele aus Projekten
Optimale Abkiihlung von Stahlprofilen

@ Mathematisches Modell: Randsteuerung fiir T
nichtlineare 2D Wa&rmeleitung,
(©)p(©)8:0 = V.(A(O)VO)in [0,t]x Q, f:
M©)0,© = (O — Oex) + B(O* — OF, /TQ/
auf Ty, k=1,...,7, ’
8,1@ = 0 auf rg.

S

@ )\, ¢, p: linear-affine Funktionen, giiltig fiir
Austenit-Phase; Linearisierung durch
Mittelwertbildung.

Il

@ FE-Diskretisierung ~~
Modellhierarchie: n = 1357,5177,20209, 79841. T

Ziel: I

Schnelle Kiihlung (héhere Produktionsrate,
Vermeidung der Bildung von Perlit) mit beschrinkten Temperaturgradienten.

Ansatz- Adaptive | QR Regelung
Gefdrdert durch DFG Projekt BE3715/1-1 Numerical Solution of Optimal Control Problems
with Instationary Diffusion-Convection and Diffusion-Reaction Equations.
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0000000

Beispiele aus Projekten
Optimale Abkiihlung von Stahlprofilen

ungesteuert gesteuert

[BENNER/SAAK, PAMM 2004/2007]

Gefordert durch DFG Projekt BE3715/1-1 Numerical Solution of Optimal Control Problems
with Instationary Diffusion-Convection and Diffusion-Reaction Equations.
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Beispiele aus Projekten

Modellpradiktive Regelung eines 3D Reaktions-Diffusions-Prozesses

Modell eines chemischen oder biologischen Reaktions-Diffusions-Prozesses, hier
3 Substanzen oder Spezies ¢;, i = 1,2,3 (nur Vorwirtsreaktion: S1 + S, — Ss;
PDE fiir S3 kann unabhingig gelst werden): [GRIESSE/VOLKWEIN ’05]

Gekoppeltes System von Reaktions-Diffusions-Gleichungen:
Oeci(€,t) = DiAci(E,t) — ka (€, t)e(€,t), i=1,20nQx (0, 7).

Randbedingungen:

%q(g, t) = 0 auf 62 x(0,T),
9 B 0 auf (62\ Q) x (0, T),
%‘32(57 t) = { al& t)u(t)  auf Q. x (0, 7).

Anfangsbedingungen: al(&,0) = co(f), (&0)=c0(8).

Ziel: Vollstindige Reaktion von S; in gegebener Zeit bei beschrinkter
S,-Zufuhr.

Gefordert durch DFG Projekt BE3715/1-1 Numerical Solution of Optimal Control Problems
with Instationary Diffusion-Convection and Diffusion-Reaction Equations.
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Beispiele

Beispiele aus Projekten

Modellpradiktive Regelung eines 3D Reaktions-Diffusions-Prozesses

@ Vorberechnete optimierte Steuerung (primal-duale Aktive-Mengen-Methode
[GRrIESSE/VOLKWEIN ‘05]); Storung des Modells und der Anfangsbedingungen ~~
optimierte Trajektorie (Produktionsrate) wird nicht erreicht.

Ergebnis

Controlt= 073

Concentration 1t = 0.73 Concentration 2t = 0.73

[BENNER/HEIN, PAMM 2009]

Geférdert durch DFG Projekt BE3715/1-1 Numerical Solution of Optimal Control Problems
with Instationary Diffusion-Convection and Diffusion-Reaction Equations.

Max-Planck-Institut Magdeburg Peter Benner, Kompakte Modelle fiir komplexe Systeme 9/24



Beispiele

Beispiele aus Projekten

Modellpradiktive Regelung eines 3D Reaktions-Diffusions-Prozesses

@ Vorberechnete optimierte Steuerung (primal-duale Aktive-Mengen-Methode

[GRrIESSE/VOLKWEIN ‘05]); Storung des Modells und der Anfangsbedingungen ~~
optimierte Trajektorie (Produktionsrate) wird nicht erreicht.

@ Nichtlineare Regelung (MPC-LQG) [ITo/Kunisch '03/06, BENNER/HEIN 09/10].

Ergebnis

Controlt= 073

Concentration 1t = 0.73 Concentration 2t = 0.73

[BENNER/HEIN, PAMM 2009]

Geférdert durch DFG Projekt BE3715/1-1 Numerical Solution of Optimal Control Problems
with Instationary Diffusion-Convection and Diffusion-Reaction Equations.
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Beispiele aus Projekten

Stabilisierung von (Mehrfeld-)stromungen: Karmansche WirbelstraBe

VAT E

Stabilisierung einer Strémung (mit Geschwindigkeitsfeld v und Druck ),
gegeben durch Navier-Stokes Gleichungen

1
8tv+v~Vv—%Av+VX:f (1a)
divv =0, (1b)

definiert auf Q. := Q x (0,00), Q C RY, d = 2,3 mit glattem Rand
I := 9Q und Rand-/Anfangsbedingungen

v = g onXy:=Tx(0,00),
v(0) = w+z(0) (w= geg. Stromungsprofil).

Geférdert durch DFG SPP1253 Projekt BE2174/8-1 Optimal Control-Based Feedback
Stabilization of Multi-Field Flow Problems.
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Beispiele aus Projekten

Stabilisierung von (Mehrfeld-)stromungen: Karmansche WirbelstraBe

Karmansche WirbelstraBe

@ Re = 300.
@ Unterdriicke Wirbelbildung durch Einblasen am oberen Zylinderrand.

@ Proportionale Zustandsriickfiihrung.

Velocity Magnitud
.21

[BANScH/BENNER ’10], Rechnungen, Filme: Heiko Weichelt.

Geférdert durch DFG SPP1253 Projekt BE2174/8-1 Optimal Control-Based Feedback
Stabilization of Multi-Field Flow Problems.
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Beispiele aus Projekten

Stabilisierung von (Mehrfeld-)stromungen: Karmansche WirbelstraBe

Karmansche WirbelstraBe

@ Re = 300.
@ Unterdriicke Wirbelbildung durch Einblasen am oberen Zylinderrand.

@ Proportionale Zustandsriickfiihrung.

Velocity Magnitude
1

[BANScH/BENNER ’10], Rechnungen, Filme: Heiko Weichelt.

Geférdert durch DFG SPP1253 Projekt BE2174/8-1 Optimal Control-Based Feedback
Stabilization of Multi-Field Flow Problems.
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Beispiele aus Projekten

Stabilisierung von Mehrfeldstromungen: Passiver Transport reaktiver Spezies

Ziel: Reduziere Konzentration einflieBender Substanz auf geg. Niveau durch
instantane Reaktion.

Modellgleichungen:

8tv—iAv+v.Vv+Vp=f
Re

divv =20
1
6tC+V.VC— WAC—O
I wati

Gebiet: Fn N7 T | /TN Tou

Geférdert durch DFG SPP1253 Projekt Optimal Control-Based Feedback Stabilization
of Multi-Field Flow Problems.

Max-Planck-Institut Magdeburg Peter Benner, Kompakte Modelle fiir komplexe Systeme 11/24



Beispiele aus Projekten

Stabilisierung von Mehrfeldstromungen: Passiver Transport reaktiver Spezies

Ziel: Reduziere Konzentration einflieBender Substanz auf geg. Niveau durch
instantane Reaktion.

Modellgleichungen:

8tv—iAv+v.Vv+Vp=f
Re

divv=0
1
6tC+V.VC— WAC—O
Randbedingungen:
v =g ¢ = ¢y = const on i
v=0 0,c=0 on [ yan
v=20 c=0 on [,

Geférdert durch DFG SPP1253 Projekt Optimal Control-Based Feedback Stabilization
of Multi-Field Flow Problems.
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Beispiele aus Projekten

Stabilisierung von Mehrfeldstromungen: Passiver Transport reaktiver Spezies

Folgeregelung

Corcentration Concenfration
025 05 075 ., 025 05 075
il fek: S , —

o]

keine Regelung stiickweise konstantes Feedback

[BANSCH/BENNER/SAAK/SCHNEIDER/ WEICHELT ’07]

Geférdert durch DFG SPP1253 Projekt Optimal Control-Based Feedback Stabilization
of Multi-Field Flow Problems.
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Modellreduktion als Schliisseltechnologie :

Beispiel: Designoptimierung fiir Mikrosysteme

Mikrogyroskop (butterfly

@ Anwendung: Inertialnavigation
(Tragheitsnavigation)

@ Anregung der Elektroden durch angelegte
Spannung lasst Fliigel vibrieren, durch
Coriolis-Kraft erzeugte Rotation liefert
Sensordaten.

o FE-Modell 2. Ordnung:
N =17.361 ~ n=34.722, m=1, p=12.

1.

Coriolis acc. Goriolis acc,

@ Sensor zur Positionsbestimmung aus
Beschleunigung und Drehung.

Quelle: The Oberwolfach Benchmark Collection nttp://wew. intek.de/simulation/benchmark
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Schliisseltechnologie MOR

Modellreduktion als Schliisseltechnologie

Beispiel: Designoptimierung fiir Mikrosysteme

Mikrogyroskop (butterfly gyro)
Parametrisches FE Modell: M(d)x(t) + D(0, o, 8)x(t) + T(d)x(t) = Bu(t).

[FENG/BENNER/KORVINK ’10]

Geférdert durch DFG Projekt BE2174/7-1 Automatic, Parameter-Preserving Model Reduction
for Applications in Microsystems Technology mit IMTEK, Freiburg.
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Modellreduktion als Schliisseltechnologie

Beispiel: Designoptimierung fiir Mikrosysteme

Mikrogyroskop (butterfly gyro)

Parametrisches FE Modell:

M(d)x(t) + D(0, o, B)x(t) + T(d)x(t) = Bu(t),

wobei
M(d) = M+ dM,,

D(0,a,8) = 0(D1+ dDp)+aM(d)+ BT(d),
T(d) = Ti1+ 37—2 + dTs,

mit

@ Breite des Tragers: d,
@ Winkelgeschwindigkeit: 6,

@ Rayleigh Dampfungsparameter: «, (3. [FENG/BENNER/KORVINK ’10]

Geférdert durch DFG Projekt BE2174/7-1 Automatic, Parameter-Preserving Model Reduction
for Applications in Microsystems Technology mit IMTEK, Freiburg.

Max-Planck-Institut Magdeburg Peter Benner, Kompakte Modelle fiir komplexe Systeme 12/24



Schliisseltechnologie MOR
P

Modellreduktion als Schliisseltechnologie

Beispiel: Designoptimierung fiir Mikrosysteme

Mikrogyroskop (butterfly

Original. .. und Filschung (reduziertes Modell).

=0025 ©=0025

8

[Hijex 8.}
5 8
IH (i, 8.d}|

5

nE

Geférdert durch DFG Projekt BE2174/7-1 Automatic, Parameter-Preserving Model Reduction
for Applications in Microsystems Technology mit IMTEK, Freiburg.
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Schliisseltechnologie MOR

Modellreduktion als Schliisseltechnologie

o Die Komplexitdt der Computersimulation und, insbesondere, des
Steuerungs-/Reglerentwurfs sowie der Optimierung wéchst rapide
durch

— Multiphysik Anwendungen (z.B. MEMS),

— Parameterunsicherheiten,

— Netzwerkstrukturen (z.B. Nanoelektronik, biochemische
(metabolische) Netzwerke),

— komplizierte 3D Geometrien (z.B. Werkzeugmaschinen).
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Modellreduktion als Schliisseltechnologie

o Die Komplexitdt der Computersimulation und, insbesondere, des
Steuerungs-/Reglerentwurfs sowie der Optimierung wéchst rapide
durch

— Multiphysik Anwendungen (z.B. MEMS),

— Parameterunsicherheiten,

— Netzwerkstrukturen (z.B. Nanoelektronik, biochemische
(metabolische) Netzwerke),

— komplizierte 3D Geometrien (z.B. Werkzeugmaschinen).

o Fluch der Dimensionalitat:
Wachsende Leistungsfihigkeit der Computertechnik kann wachsende
Modellkomplexitat nicht kompensieren!

Max-Planck-Institut Magdeburg Peter Benner, Kompakte Modelle fiir komplexe Systeme 13/24



Optimale Steuerun Regelun Beispiele Schliisseltechnologie MOR \  fiir lineare S e Nich

Modellreduktion als Schliisseltechnologie

Beispiel: Algorithmische vs. Hardware Beschleunigung

o Parameterstudien miissen den Ingenieuren auf ihren
Desktopcomputern auf taglicher Basis zur Verfiigung stehen.

o Im Mikrogyroskop-Beispiel konnte die Parameterstudie
von ca 3 Tagen auf 1 Stunde
reduziert werden mithilfe einer neuen mathematischen Methode.

= Beschleunigungsfaktor ~ 72.

Anderes Beispiel (Anemometer): Reduktion von iiber 11 Tagen auf ca. 90sec. ~»
10.500fache Beschleunigung!

o Da Prozessortakt limitiert ist, bendtigt eine entsprechende
Beschleunigung durch Hardware Mehrkern-Technologie.

o Bei idealem Speed-up: Bendtige ~ 288 (21.000) Kernel!
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Modellreduktion als Schliisseltechnologie

o Die Komplexitdt der Computersimulation und, insbesondere, des
Steuerungs-/Reglerentwurfs sowie der Optimierung wéchst rapide
durch

— Multiphysik Anwendungen (z.B. MEMS),

— Parameterunsicherheiten,

— Netzwerkstrukturen (z.B. Nanoelektronik, biochemische
(metabolische) Netzwerke),

— komplizierte 3D Geometrien (z.B. Werkzeugmaschinen).

o Fluch der Dimensionalitat:
Wachsende Leistungsfihigkeit der Computertechnik kann wachsende
Modellkomplexitat nicht kompensieren!

o Bendtige reduzierte Modelle!
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Schliisseltechnologie MOR

Modellreduktion als Schliisseltechnologie

o Die Komplexitdt der Computersimulation und, insbesondere, des
Steuerungs-/Reglerentwurfs sowie der Optimierung wéchst rapide
durch

— Multiphysik Anwendungen (z.B. MEMS),

— Parameterunsicherheiten,

— Netzwerkstrukturen (z.B. Nanoelektronik, biochemische
(metabolische) Netzwerke),

— komplizierte 3D Geometrien (z.B. Werkzeugmaschinen).

@ Fluch der Dimensionalitat:

Wachsende Leistungsfihigkeit der Computertechnik kann wachsende
Modellkomplexitat nicht kompensieren!

o Bendtige reduzierte Modelle!

Schliisseltechnologie: Systemapproximation/Modellreduktion
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Modellreduktion fiir lineare Systeme

Dynamische Systeme/DAEs

c. { Da(x(e) = f(x(e)u(t), x(to) = o,
y(t) = g(x(t),u(t)),
mit
@ Zustdnden x(t) € R",
o Eingdngen u(t) € R”,
o Ausgingen y(t) € RP.
~ System differentiell-algebraischer Gleichungen (DAEs).

Max-Planck-Institut Magdeburg

Peter Benner, Kompakte Modelle fiir komplexe Systeme 14/24
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Modellreduktion fiir DAEs

Originalsystem Reduziertes System

<a(x(t)) = f(x(t), u(t)), o [ 4G(x(t)) = F(t,%
SRRt B i A A A
o Zustande x(t) € R”, 0 Zustinde X(t) eR", r < n
o Eingdnge u(t) € R, o Einginge u(t) € R",
o Ausginge y(t) € RP. o Ausginge y(t) € R”.

jpr—g ——————
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MOR fiir lineare Systeme

Modellreduktion fiir DAEs

Originalsystem Reduziertes System

: { Fa(x(t)) = F(x(t), u(t)), : { Sa(x(2) = F(£,%(t), u(t)),
' y(t) = g(x(1), u(t)). ' y(t) = &(t, %(1), u(t)).

o Zustande x(t) € R”, 0 Zustinde X(t) eR", r < n
o Eingdnge u(t) € R, o Einginge u(t) € R",
o Ausginge y(t) € RP. o Ausginge y(t) € R”.

jpr—g ——————

lly — ¥l < tol - ||ul| fiir alle zuldssigen Eingangssignale.
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Ziele der Modellreduktion

@ Automatische Berechnung kompakter Modelle.
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Ziele der Modellreduktion

o Automatische Berechnung kompakter Modelle.

@ Fehler in den Ausgangssignalen des reduzierten Modells diirfen eine
vorgegebene Fehlertoleranz nicht iiberschreiten.
Bendtige berechenbare Fehlerabschdtzungen!
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o Fehler in den Ausgangssignalen des reduzierten Modells diirfen eine
vorgegebene Fehlertoleranz nicht iiberschreiten.
Bendtige berechenbare Fehlerabschdtzungen!

@ Erhalte physikalische Eigenschaften:
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Ziele der Modellreduktion

o Automatische Berechnung kompakter Modelle.

o Fehler in den Ausgangssignalen des reduzierten Modells diirfen eine
vorgegebene Fehlertoleranz nicht iiberschreiten.
Bendtige berechenbare Fehlerabschdtzungen!
o Erhalte physikalische Eigenschaften:
— Stabilitat
— Passivitat, d.h. es wird von Modellen passiver Bauteile keine
Energie erzeugt.
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Ziele der Modellreduktion

o Automatische Berechnung kompakter Modelle.

o Fehler in den Ausgangssignalen des reduzierten Modells diirfen eine
vorgegebene Fehlertoleranz nicht iiberschreiten.
Bendtige berechenbare Fehlerabschdtzungen!
o Erhalte physikalische Eigenschaften:
— Stabilitat
— Passivitat, d.h. es wird von Modellen passiver Bauteile keine
Energie erzeugt.

@ Reduzierte Modelle sollten erheblich schnellere Simulation erlauben.
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Ziele der Modellreduktion '

Automatische Berechnung kompakter Modelle.

o Fehler in den Ausgangssignalen des reduzierten Modells diirfen eine
vorgegebene Fehlertoleranz nicht iiberschreiten.
Bendtige berechenbare Fehlerabschdtzungen!

Erhalte physikalische Eigenschaften:
— Stabilitat
— Passivitat, d.h. es wird von Modellen passiver Bauteile keine
Energie erzeugt.

Reduzierte Modelle sollten erheblich schnellere Simulation erlauben.

Reduzierte Modelle sollten physikalisch interpretierbar sein.

Max-Planck-Institut Magdeburg Peter Benner, Kompakte Modelle fiir komplexe Systeme 16/24



Optimale Steuerun Regelun Beispiele Schliisseltechnolc MOR MO neare Systeme

Modellreduktion fiir lineare Systeme

Grundideen fiir Algorithmen

Criginal image

150 F
200
250

aon

100 200 300 400 500 BO0

Organisationskomitee Gatlinburg/Householder Meeting 1964:
James H. Wilkinson, Wallace Givens, George Forsythe, Alston Householder,
Peter Henrici, Fritz L. Bauer.
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Modellreduktion fiir lineare Systeme

Grundideen fiir Algorithmen

Criginal image

100 200 300 400 500 BO0

Bild = x -y Pixel = x Spalten (Vektoren) mit y Eintragen (Farbwerte)
= y X x Matrix.
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MOR fiir lineare Systeme
000

Modellreduktion fiir lineare Systeme

Grundideen fiir Algorithmen

Satz: (Schmidt-Mirsky/Eckart-Young)

Beste Rang-r Approximation an X € RY**:

e
= oiuiV;
j=1 JH1Yy

wobei X = ULV die Singuldrwertzerlegung (SVD) von X ist und
U=[u,..], V=[w,...], £ =dag(o,...).

Der Approximationsfehler ist HX — )?H = Ort1.
2
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000

Modellreduktion fiir lineare Systeme

Grundideen fiir Algorithmen

Satz: (Schmidt-Mirsky/Eckart-Young)

Beste Rang-r Approximation an X € RY**:

e
= oiuiV;
j=1 JH1Yy

wobei X = ULV die Singuldrwertzerlegung (SVD) von X ist und
U=[u,..], V=[w,...], £ =dag(o,...).

Der Approximationsfehler ist HX — )?H = Ort1.
2

Idee fur Dimensionsreduktion

Statt X speichere vy, ..., u,, o1vi,...,0,V,.

= bendtigter Speicherplatz = r - (x + y) statt x - y.
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Modellreduktion fiir lineare Systeme

Grundideen fiir Algorithmen

Datenkomprimierung mit SVD funktioniert, wenn die meisten
Singuldrwerte sehr klein sind.

Verhalten der Singuldrwerte

Gatlinburg

r=50 r=100

0 100 200 300 400 500
k

Max-Planck-Institut Magdeburg Peter Benner, Kompakte Modelle fiir komplexe Systeme
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ooe

Beispiel: Bilddatenkompression

Beispiel: MATLAB-BIld
Gatlinburg

640 x 480 Pixel, =~ 1229 KB
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Beispiel: Bilddatenkompression

Beispiel: MATLAB-Bild ° Rang r =100, ~ 448 kb
Gatlinburg =

Original inage

640 x 480 Pixel, =~ 1229 KB
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MOR fiir lineare Systeme
ooe

Beispiel: Bilddatenkompression

Beispiel: MATLAB-Bild ° Rang r =100, ~ 448 kb
Gatlinburg T AN 8 =
= ¥ 5 Y ‘i

Original inage

e Rang r =50, =~ 224 kb

Rank-50 approximation

640 x 480 Pixel, =~ 1229 KB

Max-Planck-Institut Magdeburg Peter Benner, Kompakte Modelle fiir komplexe Systeme 19/24
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Modellreduktion fiir lineare Systeme

Lineare zeitinvariante (LTI) Systeme

x(t) = f(t,x,u) = Ax+ Buy, Ae R BeRM™™
y(t):g(tv)(’ u) = x+ Du, CeRpxn’ D € RP*m,

Max-Planck-Institut Magdeburg Peter Benner, Kompakte Modelle fiir komplexe Systeme 20/24



MOR fiir lineare Systeme
[

Modellreduktion fiir lineare Systeme

Lineare zeitinvariante (LTI) Systeme

x(t) = f(t,x,u) = Ax+ Buy, Ae R BeRM™™
y(t):g(tvx’u) = x+ Du, CeRpxn’ D € RP*m,

| /O—-Abbildung im Zustandsraum (D = 0)

Sturry, y(t) = (hxu)(t) = /oo h(¢ — 7)u(r) dr

. Ce’C)B  fiir s > 0,
Gift2 Gl(5) S { 0 fiir s <0.
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Modellreduktion fiir lineare Systeme

Lineare zeitinvariante (LTI) Systeme

x(t) = f(t,x,u) = Ax+ Buy, Ae R BeRM™™
y(t) =g(t,x,u) = Cx+Du, CeRP*" DeRP*™

| /O—-Abbildung im Zustandsraum (D = 0)

Sturry, y(t) = (hxu)(t) = /oo h(¢ — 7)u(r) dr

. Ce’C)B  fiir s > 0,
i ) = { 0 fiir s < 0.
Beachte: Operator S ungeeignet fiir Approximation, Singularwerte nicht
diskret;
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Modellreduktion fiir lineare Systeme

Lineare zeitinvariante (LTI) Systeme

x(t) = f(t,x,u) = Ax+ Buy, Ae R BeRM™™
y(t) =g(t,x,u) = Cx+Du, CeRP*" DeRP*™

|/O—-Abbildung im Zustandsraum (D = 0)

Sturry, y(t) = (hxu)(t) = /oo h(¢ — 7)u(r) dr

. Ce’C)B  fiir s > 0,
Gift2 Gl(5) S { 0 fiir s <0.

Beachte: Operator S ungeeignet fiir Approximation, Singularwerte nicht
diskret; fiir Modellreduktion verwende Hankel-Operator H.:

0
H:u-—yr, yi(t)= / ce**"IBu(r)dr forall t > 0.
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Modellreduktion fiir lineare Systeme

Lineare zeitinvariante (LTI) Systeme

x(t) = f(t,x,u) = Ax+Bu, AeR™" BecR™m
y(t) =g(t,x,u) = Cx+Du, CeRP*" DeRP*™

|/O—-Abbildung im Zustandsraum (D = 0)

Sturry, y(t) = (hxu)(t) = /oo h(¢ — 7)u(r) dr

: Ce’C)B  fiir s > 0,
it e} = { 0 fiir s < 0.

Beachte: Operator S ungeeignet fiir Approximation, Singuldrwerte nicht
diskret; fiir Modellreduktion verwende Hankel-Operator H.:

0
H:u- =y, yi(t)= / ce** "I Bu(r)dr forall t > 0.

H kompakt = H hat diskrete SVD ~» Hankel-Singularwerte
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Modellreduktion fiir lineare Systeme ‘

Lineare zeitinvariante (LTI) Systeme

x(t) = f(t,x,u) = Ax+ Buy, Ae R BeRM™™
y(t) =g(t,x,u) = Cx+Du, CeRP*" DeRP*™

|/O—-Abbildung im Zustandsraum (D = 0)

Hankel Singular Values for Atmospheric Storm Model

—=—HSVs
machine precision

20

10

H kompakt = e \
H hat diskrete SVD

. . ~ 10
~ Hankel-Singularwerte °
10"
10 :
(1] 100 200 300 400 500 600
k
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Modellreduktion fiir lineare Systeme

Lineare zeitinvariante (LTI) Systeme

x(t) = f(t,x,u) = Ax+ Buy, Ae R BeRM™™
y(t) =g(t,x,u) = Cx+Du, CeRP*" DeRP*™

|/O—-Abbildung im Zustandsraum (D = 0)

0
H:iu_—yr, yi(t) =/ Ce*t=Bu(r) dr  for all t > 0.

‘H kompakt = H hat diskrete SVD

= Bestapproximationsproblem bzgl. 2-induzierter Operatornorm
(Hankel-Norm) wohlgestellt.

= Ldsung: Adamjan-Arov-Krein (AAK Theorie, '71/'78).
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Modellreduktion fiir lineare Systeme

Lineare zeitinvariante (LTI) Systeme

x(t) = f(t,x,u) = Ax+Bu, AeR™" BecR™m
y(t) =g(t,x,u) = Cx+Du, CeRP*" DeRP*™

|/O—-Abbildung im Zustandsraum (D = 0)

0
H:iu_—yr, yi(t) :/ Ce”t=T)Bu(r) dr for all t > 0.

H kompakt = H hat diskrete SVD

= Bestapproximationsproblem bzgl. 2-induzierter Operatornorm
(Hankel-Norm) wohlgestellt.

= Ldsung: Adamjan-Arov-Krein (AAK Theorie, '71/'78).

Aber: Numerisch nicht umsetzbar fiir groBe Systeme.
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Modellreduktion basierend auf balanciertem Abschneiden )

Lineare zeitinvariante (LTI) Systeme

5. x(t) = Ax+ Bu, AeR™n  BeR™M
' y(t) = Cx+ Du, C e RPX" D e RPX™M,

(A, B, C, D) ist eine Realisierung von X (nicht eindeutig).
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MOR fiir lineare Systeme
( 1o}

Modellreduktion basierend auf balanciertem Abschneiden

Lineare zeitinvariante (LTI) Systeme

5. x(t) = Ax+ Bu, AeR™"  BeRM™m
’ y(t) = Cx+ Du, C eRPX" D e RPX™,

(A, B, C, D) ist eine Realisierung von X (nicht eindeutig).

Modellreduktion durch Balancierung

Gegeben: Gramsche Matrizen P, Q € R"*" symmetrisch, positiv definit
(spd), und Transformation T : R"” — R”, so dass

TPTT = T-TQT ! = diag(0y,...,0,), 01>...>0,>0.
Balancierung von X bzgl. P, Q:
Y =(A,B,C,D)— (TAT 1, TB,CT },D)=%.
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Modellreduktion basierend auf balanciertem Abschneiden

Lineare zeitinvariante (LTI) Systeme

5. x(t) = Ax+ Bu, AeR™"  BeRM™m
’ y(t) Cx + Du, C eRPX" D e RPX™,

(A, B, C, D) ist eine Realisierung von X (nicht eindeutig).

Modellreduktion durch Balancierung

Gegeben: Gramsche Matrizen P, Q € R"*" symmetrisch, positiv definit
(spd), und Transformation T : R"” — R”, so dass

TPTT = T-TQT ! = diag(0y,...,0,), 01>...>0,>0.
Balancierung von ¥ bzgl. P, Q:
Y = (A B,C,D)— (TAT L, TB,CT1,D) =¥
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Modellreduktion basierend auf balanciertem Abschneiden

Basis fur Modellreduktionsverfahren

@ Gegeben X = (A, B, C, D) und balancierende (bzgl. geg. P, Q spd)
Transformation T € R"*", berechne (nie explizit!)

(A,B,C,D) +— (TAT 1, TB,CT7! D)
A A B
_ G G1,D

Abschneiden ~~ reduziertes Modell:

(A, B,C,D) = (A1, By, Ci, D).
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Modellreduktion basierend auf balanciertem Abschneiden

Basis fur Modellreduktionsverfahren

@ Gegeben X = (A, B, C, D) und balancierende (bzgl. geg. P, Q spd)
Transformation T € R"*", berechne (nie explizit!)

(A,B,C,D) +— (TAT 1, TB,CT7! D)
A A By
(% %3] 1a @10
@ Abschneiden ~~ reduziertes Modell:

(AA7 éa éa 5) = (A117 Bl7 Cla D)
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Modellreduktion basierend auf balanciertem Abschneiden

Klassisches Balanciertes Abschneiden (BT)

MuLLIS/ROBERTS ’76, MOORE 81

@ P/Q = Steuerbarkeits-/Beobachtbarkeits-Gramsche von
Y =(AB,C, D).

o Fiir stabile Systeme Iésen P, Q duale Lyapunovgleichungen

AP+ PAT + BBT = 0, ATQ+QA+C'C = o.

/\(PQ)'13 {oPT, ..., 2T} sind Hankel-Singulirwerte (HSVs) von ¥
HSVs sind Systeminvarianten (" Energieerhaltungs”-Interpretation).

Stabilitatserhaltend, kann auf instabile Systeme ohne rein imaginare Pole
erweitert werden [ZHOU/SALOMON/WU ’99].

Passivitatserhaltend fiir symmetrische, passive Systeme.

Berechenbare Fehlerabschatzung als Nebenprodukt der Berechnung:
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Modellreduktion basierend auf balanciertem Abschneiden

Klassisches Balanciertes Abschneiden (BT)

MuLLIS/ROBERTS ’76, MOORE 81

@ P/Q = Steuerbarkeits-/Beobachtbarkeits-Gramsche von
¥ = (A B,C,D).

o Fiir stabile Systeme Iésen P, Q duale Lyapunovgleichungen

AP+ PAT + BBT = 0, ATQ+QA+C'C = o.

° /\(PQ)% ={of",..., 08"} sind Hankel-Singulirwerte (HSVs) von X.
HSVs sind Systeminvarianten (" Energieerhaltungs”-Interpretation).

Max-Planck-Institut Magdeburg Peter Benner, Kompakte Modelle fiir komplexe Systeme 21/24



MOR fiir lineare Systeme
( 1o}

Modellreduktion basierend auf balanciertem Abschneiden

Klassisches Balanciertes Abschneiden (BT)

MuLLIS/ROBERTS ’76, MOORE 81

@ P/Q = Steuerbarkeits-/Beobachtbarkeits-Gramsche von
¥ = (A B,C,D).

o Fiir stabile Systeme Iésen P, Q duale Lyapunovgleichungen

AP+ PAT + BBT = 0, ATQ+QA+C'C = o.

° /\(PQ)% ={of",..., 08"} sind Hankel-Singulirwerte (HSVs) von X.
HSVs sind Systeminvarianten (" Energieerhaltungs”-Interpretation).

o Stabilitatserhaltend, kann auf instabile Systeme ohne rein imaginére Pole
erweitert werden [ZHOU/SALOMON/WU ’99].

@ Passivitatserhaltend fiir symmetrische, passive Systeme.
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Modellreduktion basierend auf balanciertem Abschneiden

Klassisches Balanciertes Abschneiden (BT)

MuLLIS/ROBERTS ’76, MOORE 81

@ P/Q = Steuerbarkeits-/Beobachtbarkeits-Gramsche von
¥ = (A B,C,D).

o Fiir stabile Systeme Iésen P, Q duale Lyapunovgleichungen

AP+ PAT + BBT = 0, ATQ+QA+C'C = o.

° /\(PQ)% ={of",..., 08"} sind Hankel-Singulirwerte (HSVs) von X.
HSVs sind Systeminvarianten (" Energieerhaltungs”-Interpretation).

o Stabilitatserhaltend, kann auf instabile Systeme ohne rein imaginére Pole
erweitert werden [ZHOU/SALOMON/WU ’99].

@ Passivitatserhaltend fiir symmetrische, passive Systeme.

@ Berechenbare Fehlerabschatzung als Nebenprodukt der Berechnung:

n
ly =" ll2<2 ) o ull2,
j=r+1
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000

Modellreduktion basierend auf balanciertem Abschneiden

@ Wahl anderer Gramscher Matrizen liefert weitere Verfahren, die fiir
spezielle Anforderungen (z.B. Minimalphasigkeit, Passivitit) geeignet sind.
@ Anwendung auf Systeme mit Massematrix (Ex = Ax + Bu) mdglich, ohne
E7'A E7'B zu bilden!
Varianten fiir E singulér existieren.

@ Anwendung auf Systeme 2. Ordnung (mechanische Systeme) entweder
durch Linearisierung und Anwendung auf resultierendes LTI System oder
direkt auf Systeme 2. Ordnung.

@ Klassische Implementierungen kosten O(n®) Rechenoperationen und
benstigen O(n?) Speicher ~ viel zu teuer fiir groBe Probleme mit
n > 1000, insbesondere fiir strukturdynamische FEM-Modelle!
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Modellreduktion basierend auf balanciertem Abschneiden

@ Wahl anderer Gramscher Matrizen liefert weitere Verfahren, die fiir
spezielle Anforderungen (z.B. Minimalphasigkeit, Passivitit) geeignet sind.

@ Anwendung auf Systeme mit Massematrix (Ex = Ax + Bu) mdglich, ohne
E~'A, E7'B zu bilden!
Varianten fiir E singulér existieren.

@ Anwendung auf Systeme 2. Ordnung (mechanische Systeme) entweder
durch Linearisierung und Anwendung auf resultierendes LTI System oder
direkt auf Systeme 2. Ordnung.

@ Klassische Implementierungen kosten O(n®) Rechenoperationen und
benstigen O(n?) Speicher ~ viel zu teuer fiir groBe Probleme mit
n > 1000, insbesondere fiir strukturdynamische FEM-Modelle!

@ Seit ca. 10 Jahren Entwicklungen in der Numerischen Linearen Algebra,
die es durch Strukturausnutzung der FEM Matrizen erlauben, sehr groBe
Lyapunovgleichungen zu |8sen.

n = 1.000.000 heutzutage in MATLAB moglich!
Rechenzeit < 1h auf quadcore Compute-Server.
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Modellreduktion basierend auf balanciertem Abschneiden
Elektro-thermische Simulation einer integrierten Schaltung [uelie: Evgenii Rudnyi, CADFEM GmbH]

@ Testschaltung in Simplorer mit 2 Transistoren.

@ Konservatives thermisches Teilsystem in Simplorer:
Spannung ~» Temperatur, Stromstirke ~» Warmefluss.

@ Originalmodell: n =270.593, m=p=2 =
Rechenzeiten (CMESS auf Intel Xeon dualcore 3GHz, 1 Thread):

— L6sung der Lyapunovgleichungen: =~ 22min.

— Berechnung der red. Modelle: 44sec. (r = 20) bis 49sec. (r = 70).

— Bode-Diagramm (MATLAB auf Intel Core i7, 2,67GHz, 12GB):
mit Originalsystem 7,5h, mit reduziertem System < 1min.

Max-Planck-Institut Magdeburg Peter Benner, Kompakte Modelle fiir komplexe Systeme 22/24



MOR fiir lineare Systeme
(o] J

Modellreduktion basierend auf balanciertem Abschneiden
Elektro-thermische Simulation einer integrierten Schaltung [uelie: Evgenii Rudnyi, CADFEM GmbH]
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Nichtlineare MOR

Ansatze zur nichtlinearen Modellreduktion

@ Viele nichtlineare Systeme lassen sich durch quadratisch-bilineare
differentiell-algebraische Gleichungen (QBDAEs) der Form

Ex = A1x + Axx ® x + Nxu + bu,
y =X,
darstellen. (Hier: E,A;, N € R™" A, € R”X"z, b,cT €R".)

o Kombination quadratischer und bilinearer Regelungssysteme.

o Charakterisierung des Input-Output-Verhaltens durch
verallgemeinerte Ubertragungsfunktionen, z.B.

Hi(s) = c(sE — A1) b,
e —

G(s)
Hax(s1,52) = %C((Sl +5)E— A1) A(G(s1) ® G(s2) + G(s2) @ G(s1))

+N (G(s1) + G(s2))].-
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Ansatze zur nichtlinearen Modellreduktion

Welche Systeme erlauben solch eine Transformation?

Satz [Gu 2009]

Gegeben sei nichtlineares System X
x = aox + a181(x) + ... + akgk(x) + bu,

wobei gj(x) : R"” — R" Verkniipfungen rationaler, logarithmischer,
trigonometrischer, Exponential- und Wurzelfunktionen sind.

— Darstellung von ¥ als quadratisch-bilineares DAE System der
Dimension N > n moglich.

@ Transformation ist nicht eindeutig.
@ Originales System wird vor der Reduktion ggf. zunachst vergroBert.
@ Minimale Dimension N ist unklar.
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Nichtlineare MOR

Ansatze zur nichtlinearen Modellreduktion

o Einfaches zweidimensionales nichtlineares System:

x1 = exp(—x2) - \/x2 + 1,

X2 = sinxo + u.

@ Einfiihrung neuer Variablen, z.B.

x5 := exp(—x2), xa ;= y/x? + 1, x5 :=sinxz, X := COS X2.

@ System kann durch QBDAE der Dimension 6 reprasentiert werden:

X1 = X3 - Xa, X2 = X5 + U,

o g _2-X1-X3~X4
x3 = —x3 - (% + u), M=

X5 = X6+ (x5 + ), X6 = —x5 - (x5 + u).
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Optimale Steuerung egel Beispiele Schliisseltechnologie MOR

Ansatze zur nichtlinearen Modellreduktion

Multimomentenabgleich fiir QBDAEs

@ Erzeuge reduziertes Modell durch Projection:
E=7Z"EZ, AA=Z"AZ N=Z"NZ,
A=72"AZ®Z b=2Z"b ¢=cZ

@ Rationale Hermite-Interpolation der Ubertragungsfunktionen am
Entwicklungspunkt o durch Verwendung von Krylovrdaumen, z.B.

span{V} = Ks (A-E, A;b)
span{Wh} = K3 (A E, Ass (A2 V1 @ Vi — N1 V4))
span{W,} = K5 (A2 E, Axs(A2(Va ® Vi 4+ Vi ® V) — N1 V)
span{Ws} = K1 (A2 E, Az (A2(Va ® Vo + Vo ® V2)))
span{ Wi} = K1 (A2 E, Avo (Aa(Vs @ Vi + Vi ® V3) — Ny VA)),

mit A, = (A1 — 0E)~! und V; = ite Spalte von V
— Ableitungen bis zur Ordnung 5 (H1) bzw. 2 (H) werden interpoliert.
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Optimale Steuerun egelun Schliisseltechnologie MOR MOR eare Systeme Nichtlineare MOR \usblic

Numerisches Beispiel

o FitzHugh-Nagumo System: Einfaches Modell fiir
Neuronen-(de-)aktivierung.

Evf(X7 t) = €2VXX(X7 t) + f(V(X, t)) - W(X7 t) +8,
Wf(Xa t) = hV(Xa t) - ’YW(Xa t) +8,
mit f(v) = v(v — 0.1)(1 — v) und Anfangs- und Randbedingungen
v(x,0) =0, w(x,0) =0, x € [0,1]
v«(0, t) = —io(t), v(1,t) =0, t >0,

wobei € = 0.015,h = 0.5,y = 2, g = 0.05, ip(t) = 50000¢> exp(—15t)
@ Betrachte Parameter g als zusitzlichen Eingang.

@ Dimension n = 2 - 400, QBDAE Dimension N = 3 - 400, reduzierte
QBDAE Dimension r = 26.

[BENNER/BREITEN 2010]
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Nichtlineare MOR

Ansatze zur nichtlinearen Modellreduktion ()

Numerisches Beispiel

3d Phasenraum

[BENNER/BREITEN 2010]
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Ausblick

Weitere Themen

Modellreduktion:

— Parametrische Systeme,

nichtlineare Systeme,

diskrete/stochastische Systeme,

Anwendungen in der Mikrosystemtechnik und Nanoelektronik,
Werkzeugmaschinenbau und der Fahrzeugtechnik.

m

@ Numerische Lineare Algebra:

— Eigenwertprobleme,
lineare und nichtlineare Matrixgleichungen,
hierarchische Matrizen und Tensoren,
Vorkonditionierung,

Optimierung unter PDE-Beschrankungen,

Parallele Algorithmen,
Mathematische Software, z.B. SLICOT (siehe www.slicot.org).
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