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Einleitun Balanciertes Abschneiden

Einleitun

Dynamische Systeme/DAEs

):-{ Falx(0) = f(x(1),u(t)), x(to) =,
' y(t) g(x(t), u(t)),

mit
e Zustdnden x(t) € R",
o Eingdngen u(t) € R™,
o Ausgingen y(t) € RP.
~- System differentiell-algebraischer Gleichungen (DAEs).
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Einleitung
oe

Modellreduktion fur DAEs

Originalsystem Reduziertes System

[ &ax(t)) = £(x(t), u(t)), s [ 4a(x(t) = F(£,%(t), u(t),
B R s 2 HT e
@ Zustdnde x(t) € R", @ Zustinde X(t) eR", r < n

o Eingange u(t) € R, o Eingange u(t) € R”,
o Ausginge y(t) € RP. o Ausginge y(t) € RP.
N
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Einleitung
oe

Modellreduktion fur DAEs

Originalsystem Reduziertes System

= 29(x(1) = F(x(1), u(t), . {Ha0() - Fe,5(1), u(2)),
y(t) = g(x(t), u(t)). y(t) = &(t,x(t), u(t))-

© Zustande x(t) € R”, o Zustdnde X(t) e R", r< n

o Eingange u(t) € R, o Eingange u(t) € R”,

o Ausginge y(t) € RP. o Ausginge y(t) € RP.

e B

lly = 9]l < tol - ||u] fir alle zulassigen Eingangssignale. I
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Einleitung
(]

Modellreduktion fiir Lineare Systeme

Lineare zeitinvariante (LTI) Systeme

Xx(t) = f(t,x,u) Ax + Bu, AeRM™" BeR™™
y(t)=g(t:x,u) = Cx+Du,  CeRP*", DeRPM

Max Planck Institute Magdeburg Peter Benner, M i Mod. vs. modale Method: 5/22




Einleitung
(]

Modellreduktion fiir Lineare Systeme

Lineare zeitinvariante (LTI) Systeme

Xx(t) = f(t,x,u) Ax + Bu, AeR™"  BeR™™M,
y(t)=g(t,x,u) = Cx+Du,  CeRPX", DeRPX™.

|/O—Abbildung im Zustandsraum (D

Stury, y(t) = (hxu)(t) = /_oo h(t — 7)u(r) dr

. Ce’C)B  fiir s > 0,
mit h(s) = { 0 fiir s < 0.
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Einleitung
(]

Modellreduktion fiir Lineare Systeme

Lineare zeitinvariante (LTI) Systeme

X(t) = f(t,x,u) = Ax+ Bu, AeR™"  BeR™™M,
y(t)=g(t,x,u) = Cx+Du,  CeRPX", DeRPX™.

Stury, y(t) = (hxu)(t) = /_w h(t — 7)u(r) dr

: [ Ce"IB  fiirs >0,
iz ) = { 0 fiir s < 0.
Beachte: Operator S ungeeignet fiir Approximation, Singularwerte nicht
diskret;
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Einleitung
(]

Modellreduktion fiir Lineare Systeme

Lineare zeitinvariante (LTI) Systeme

Xx(t) = f(t,x,u) Ax + Bu, AeR™"  BeR™™M,
y(t)=g(t,x,u) = Cx+Du,  CeRPX", DeRPX™.

|/O-Abbildung im Zustandsraum (D

Stury, y(t) = (hxu)(t) = /_w h(t — 7)u(r) dr

: Ce’C)B  fiir s > 0,
mit h(s) = { 0 fiir s < 0.

Beachte: Operator S ungeeignet fiir Approximation, Singularwerte nicht
diskret; fir Modellreduktion verwende Hankel-Operator H:

0
Hou —yr, yi(t) :/ Ce"*"Bu(r) dr forall t > 0.

4
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Einleitung
(]

Modellreduktion fiir Lineare Systeme

Lineare zeitinvariante (LTI) Systeme

x(t) = f(t,x,u) Ax+Bu, A€ER™"  BeR™m
y(t):g(tvx7 U) = CX—|—DU7 CGRPX”7 D € RPXm,

|/O-Abbildung im Zustandsraum (D

Stury, y(t) = (hxu)(t) = /oo h(t — 7)u(r) dr

—o00

: Ce’C)B  fiir s > 0,
mit h(s) = { 0 fiir s < 0.

Beachte: Operator S ungeeignet fiir Approximation, Singularwerte nicht
diskret; fiir Modellreduktion verwende Hankel-Operator H:

0
Hou —yr, yi(t) :/ Cce*"Bu(r) dr forall t > 0.

‘H kompakt = H hat diskrete SVD ~» Hankel-Singularwerte
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Einleitung
(]

Modellreduktion fiir Lineare Systeme

Lineare zeitinvariante (LTI) Systeme

Xx(t) = f(t,x,u) Ax + Bu, AeR™"  BeR™™M,
y(t)=g(t,x,u) = Cx+Du,  CeRPX", DeRPX™.

|/O-Abbildung im Zustandsraum (D = 0)

Hankel Singular Values for Atmospheric Storm Model
10* .
—=—HSVs
machine precision
10’ 4
‘H kompakt = \
‘H hat diskrete SVD
. - > 10
~» Hankel-Singularwerte ©
107"}
10
o 100 200 300 400 500 600
k
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Einleitung
(]

Modellreduktion fiir Lineare Systeme

Lineare zeitinvariante (LTI) Systeme

Xx(t) = f(t,x,u) Ax + Bu, AeR™"  BeR™™M,
y(t)=g(t,x,u) = Cx+Du,  CeRPX", DeRPX™.

|/O-Abbildung im Zustandsraum (D

0
Houo—yy,  ye(t) :/ Ce"t=IBu(r) dr for all t > 0.

‘H kompakt = H hat diskrete SVD

= Bestapproximationsproblem bzgl. 2-induzierter Operatornorm
(Hankel-Norm) wohlgestellt.

= Losung: Adamjan-Arov-Krein (AAK Theorie, '71/'78).
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Einleitung
(]

Modellreduktion fiir Lineare Systeme

Lineare zeitinvariante (LTI) Systeme

x(t) = f(t,x,u) = Ax+Bu, ~AER™" BeR™™"
y(t):g(tv)() U) = CX—|—DU7 CGRPX”7 D € RPXm,

|/O-Abbildung im Zustandsraum (D

0
H:ou_ =y, yo(t) :/ Ce"t=IBu(r) dr for all t > 0.

‘H kompakt = H hat diskrete SVD

= Bestapproximationsproblem bzgl. 2-induzierter Operatornorm
(Hankel-Norm) wohlgestellt.

= Losung: Adamjan-Arov-Krein (AAK Theorie, '71/'78).

Aber: Numerisch nicht umsetzbar fiir groBe Systeme.
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Modales Abschneiden

Projiziere Zustandsraum auf A-invarianten Unterraum V), wobei

V = span(vi, ..., V),

vk = Eigenvektoren zu dominanten Moden = Eigenwerten von A.
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Modales Abschneiden

Projiziere Zustandsraum auf A-invarianten Unterraum V), wobei

V = span(vi, ..., V),
vk = Eigenvektoren zu dominanten Moden = Eigenwerten von A.

Eigenschaften:

o Einfache Berechnung fiir groBe Systeme, z.B. mit Krylov-
raum-Verfahren (Lanczos, Arnoldi), Jacobi-Davidson-Methode.

o Fehlerabschatzung fiir diagonalisierbare Matrizen:

1
NXxeA (Az) |Re(>\)|’

IG = Gl < condy (Ml Cl211B2ll2 —

wobei T~1AT = diag(Ay, A2).
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Modales Abschneiden

Projiziere Zustandsraum auf A-invarianten Unterraum V), wobei

V = span(vi, ..., V),

vk = Eigenvektoren zu dominanten Moden = Eigenwerten von A.

Schwierigkeiten:

o Eigenwerte sind nur bei selbstadjungierten Problemen relevant.

@ DominanzmaBe schwierig zu berechnen.
(Litz (1979) Verwendet Jordan-Normalform)
~» Neuere Entwicklung: DPA (sp3ter).

o Fir Fehlerabschatzung bendtige gesamte Eigenvektormatrix.
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Einleitung
(o] J

Guyan-Reduktion (Statische Kondensation)

o Komponenten x;j(t) werden als Zustdnde im Knoten j eines
(FE-)Netzes betrachtet.

@ Sortiere und partitioniere Zustandsvektor x = [’f} mit

o xe € R” — duBere Knoten (Master-Knoten),
o x; € R"™" — innere Knoten.

@ Eliminiere alle inneren Knoten, mathematisch:
A=A — AiA A

Schur-Komplement von A; bzgl. A= [Ae Af"].

A Ai
o Lose nach x, auf.
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Einleitung
(o] J

Guyan-Reduktion (Statische Kondensation)

Eigenschaften:

+ Einfache Berechnung fiir groBe Systeme mit definiter A-Matrix, z.B.
mit CG.

+ Natiirlicher Ansatz im Zusammenhang mit Gebietszerlegungs-
methoden.

+ In ANSYS als Dimensionsreduktionsverfahren implementiert.

+ Hierarchische Anwendung (Substrukturierung) in der modalen Basis
(Craig-Bampton-Verfahren) liefert brauchbare Methoden fiir
Anwendungen in der Strukturmechanik.

— Dynamik des Systems wird ignoriert.
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Einleitung
[ ]

Ziele der Modellreduktion

@ Automatische Berechnung kompakter Modelle.
Modale Methoden: Nein, " Angstmoden™!
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Einleitung
o

Ziele der Modellreduktion

@ Automatische Berechnung kompakter Modelle.
Modale Methoden: Nein, " Angstmoden™!

@ Fehler in den Ausgangssignalen des reduzierten Modells diirfen eine
vorgegebene Fehlertoleranz nicht tiberschreiten.
Benotige berechenbare Fehlerabschatzungen!
Modale Methoden: Nicht vorhanden/zu grob.
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Einleitung
o

Ziele der Modellreduktion

@ Automatische Berechnung kompakter Modelle.
Modale Methoden: Nein, " Angstmoden™!

@ Fehler in den Ausgangssignalen des reduzierten Modells diirfen eine
vorgegebene Fehlertoleranz nicht tiberschreiten.
Benotige berechenbare Fehlerabschatzungen!
Modale Methoden: Nicht vorhanden/zu grob.

@ Erhalte physikalische Eigenschaften:
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Einleitung
o

Ziele der Modellreduktion

@ Automatische Berechnung kompakter Modelle.
Modale Methoden: Nein, " Angstmoden™!

@ Fehler in den Ausgangssignalen des reduzierten Modells diirfen eine
vorgegebene Fehlertoleranz nicht tiberschreiten.
Benotige berechenbare Fehlerabschatzungen!
Modale Methoden: Nicht vorhanden/zu grob.
o Erhalte physikalische Eigenschaften:
— Stabilitat
Modale Methoden: Ja.
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Einleitung
o

Ziele der Modellreduktion

@ Automatische Berechnung kompakter Modelle.
Modale Methoden: Nein, " Angstmoden™!

@ Fehler in den Ausgangssignalen des reduzierten Modells diirfen eine
vorgegebene Fehlertoleranz nicht tiberschreiten.
Benotige berechenbare Fehlerabschatzungen!
Modale Methoden: Nicht vorhanden/zu grob.
o Erhalte physikalische Eigenschaften:
— Stabilitat
Modale Methoden: Ja.
— Passivitat, d.h. es wird von Modellen passiver Bauteile keine

Energie erzeugt.
Modale Methoden: u.U. ja.
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Einleitung
o

Ziele der Modellreduktion

@ Automatische Berechnung kompakter Modelle.
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— Stabilitat
Modale Methoden: Ja.
— Passivitat, d.h. es wird von Modellen passiver Bauteile keine

Energie erzeugt.
Modale Methoden: u.U. ja.

@ Reduzierte Modelle sollten erheblich schnellere Simulation erlauben.
Modale Methoden: Ja.
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Einleitung
o

Ziele der Modellreduktion

@ Automatische Berechnung kompakter Modelle.
Modale Methoden: Nein, " Angstmoden™!

@ Fehler in den Ausgangssignalen des reduzierten Modells diirfen eine
vorgegebene Fehlertoleranz nicht tiberschreiten.
Benotige berechenbare Fehlerabschatzungen!
Modale Methoden: Nicht vorhanden/zu grob.
o Erhalte physikalische Eigenschaften:
— Stabilitat
Modale Methoden: Ja.
— Passivitat, d.h. es wird von Modellen passiver Bauteile keine

Energie erzeugt.
Modale Methoden: u.U. ja.

o Reduzierte Modelle sollten erheblich schnellere Simulation erlauben.
Modale Methoden: Ja.

@ Reduzierte Modelle sollten physikalisch interpretierbar sein.
Modale Methoden: Ja.
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Methoden

o Kompakte Modellierung

@ Modales Abschneiden (inkl. Guyan-Reduktion/Substrukturierung/
Craig-Bampton/CMS)

@ Moderne Methoden:

— Interpolatorische Methoden: Padé-Approximation, (iterative,
rationale) Krylovraumverfahren

— Balancierungstechniken

— POD/reduzierte Basen
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Balanciertes Abschneiden

Modellreduktion basierend auf balanciertem Abschneiden

Lineare zeitinvariante (LTI) Systeme

Ax+Bu, AE€R™" BeR™M
Cx+Du, CeRPX" D eRP*M.

r {30

y(t)
(A, B, C, D) ist eine Realisierung von X (nicht eindeutig).
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Balanciertes Abschneiden

Modellreduktion basierend auf balanciertem Abschneiden

Lineare zeitinvariante (LTI) Systeme

5. x(t) = Ax+ Bu, AeR™"  BeR™M
’ y(t) = Cx+ Du, C e RP*" D e RP*™,

(A, B, C, D) ist eine Realisierung von X (nicht eindeutig).

Modellreduktion durch Balancierung

| A

Gegeben: Gramsche Matrizen P, @ € R"™ " symmetrisch, positiv definit
(spd), und Transformation T : R" — R", so dass

TPTT = T-TQT ! = diag(oy,...,0,), o01>...>0,>0.
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Balanciertes Abschneiden

Modellreduktion basierend auf balanciertem Abschneiden

Lineare zeitinvariante (LTI) Systeme

s. [ X(t) = Ax+Bu,  AE€R™" BeR™™
"\ y(t) = Cx+Du, CeRPX" DeRPX™M

(A, B, C, D) ist eine Realisierung von X (nicht eindeutig).

Modellreduktion durch Balancierung

| A\

Gegeben: Gramsche Matrizen P, @ € R"™ " symmetrisch, positiv definit
(spd), und Transformation T : R" — R", so dass

TPTT = T-TQT ! = diag(oy,...,0,), o01>...>0,>0.
Balancierung von ¥ bzgl. P, Q:
Y =(A,B,C,D)— (TAT Y, TB,CT!,D) =%.
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Balanciertes Abschneiden

Modellreduktion basierend auf balanciertem Abschneiden

Basis fur Modellreduktionsverfahren

@ Gegeben X = (A, B, C, D) und balancierende (bzgl. geg. P, Q spd)
Transformation T € R"*", berechne (nie explizit!)

(A,B,C,D) +— (TAT 1, TB,CT7! D)

— A11 A12 Bl
B <|:A21 A22}’[32]7[C1 Cz],D)
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Balanciertes Abschneiden

Modellreduktion basierend auf balanciertem Abschneiden

Basis fur Modellreduktionsverfahren

@ Gegeben X = (A, B, C, D) und balancierende (bzgl. geg. P, Q spd)
Transformation T € R"*", berechne (nie explizit!)

(A,B,C,D) +— (TAT 1, TB,CT7! D)
A11 A12 Bl

- G GJ|.,D

(|:A21 A22:|7|:BQ:|7|: ! 2]7 )

@ Abschneiden ~~ reduziertes Modell:

(/,4, Bv 6:7 D) = (A117 Bl7 Clv D)
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Balanciertes Abschneiden

Modellreduktion basierend auf balanciertem Abschneiden

Klassisches Balanciertes Abschneiden (BT)

MuLLIS/ROBERTS ’76, MOORE 81

@ P/Q = Steuerbarkeits-/Beobachtbarkeits-Gramsche von
¥ = (A, B,C,D).

o Fiir stabile Systeme lésen P, Q duale Lyapunovgleichungen

AP+ PA"T + BBT = 0, ATQ+QA+C'C = 0.
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Balanciertes Abschneiden

Modellreduktion basierend auf balanciertem Abschneiden

Klassisches Balanciertes Abschneiden (BT)

MuLLIS/ROBERTS ’76, MOORE 81

@ P/Q = Steuerbarkeits-/Beobachtbarkeits-Gramsche von
¥ = (A, B,C,D).

o Fiir stabile Systeme lésen P, Q duale Lyapunovgleichungen

AP+ PAT + BBT = 0, ATQ+QA+C'C = o.

° /\(PQ)% = {oPT, ..., 0BT} sind Hankel-Singulirwerte (HSVs) von X.
HSVs sind Systeminvarianten (" Energieerhaltungs”-Interpretation).

Max Planck Institute Magdeburg Peter Benner, Modellreduktion: Moderne vs. modale Methoden 10/22



Balanciertes Abschneiden

Modellreduktion basierend auf balanciertem Abschneiden

Klassisches Balanciertes Abschneiden (BT)

MuLLIS/ROBERTS ’76, MOORE 81

@ P/Q = Steuerbarkeits-/Beobachtbarkeits-Gramsche von
¥ = (A, B,C,D).

o Fiir stabile Systeme lésen P, Q duale Lyapunovgleichungen

AP+ PAT + BBT = 0, ATQ+QA+C'C = o.

° /\(PQ)% = {oPT,..., 0BT} sind Hankel-Singulirwerte (HSVs) von X.
HSVs sind Systeminvarianten (" Energieerhaltungs”-Interpretation).

@ Stabilitatserhaltend, kann auf instabile Systeme ohne rein imaginare Pole
erweitert werden [ZHOU/SALOMON/WU ’99].

@ Passivitatserhaltend fiir symmetrische, passive Systeme.
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Balanciertes Abschneiden

Modellreduktion basierend auf balanciertem Abschneiden

Klassisches Balanciertes Abschneiden (BT)

MuLLIS/ROBERTS ’76, MOORE 81

@ P/Q = Steuerbarkeits-/Beobachtbarkeits-Gramsche von
¥ = (A, B,C,D).

o Fiir stabile Systeme lésen P, Q duale Lyapunovgleichungen

AP+ PAT + BBT = 0, ATQ+QA+C'C = o.

° /\(PQ)% = {oPT,..., 0BT} sind Hankel-Singulirwerte (HSVs) von X.
HSVs sind Systeminvarianten (" Energieerhaltungs”-Interpretation).

@ Stabilitatserhaltend, kann auf instabile Systeme ohne rein imaginare Pole
erweitert werden [ZHOU/SALOMON/WU ’99].

@ Passivitatserhaltend fiir symmetrische, passive Systeme.

@ Berechenbare Fehlerabschatzung als Nebenprodukt der Berechnung:

n
BT BT
ly =yl <2 Y7 o lulle,

j=r+1
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Balanciertes Abschneiden B eiter Ordnun, >MOR Nichtlineare MOR

Modellreduktion basierend auf balanciertem Abschneiden

@ Wahl anderer Gramscher Matrizen liefert weitere Verfahren, die fiir
spezielle Anforderungen (z.B. Minimalphasigkeit, Passivitat) geeignet sind.
@ Anwendung auf Systeme mit Massematrix (Ex = Ax + Bu) moglich, ohne
E7'A E'B zu bilden!
Varianten fiir E singular existieren.

@ Anwendung auf Systeme 2. Ordnung (mechanische Systeme) entweder
durch Linearisierung und Anwendung auf resultierendes LTI System oder
direkt auf Systeme 2. Ordnung (~~ spéter).

@ Klassische Implementierungen kosten O(n®) Rechenoperationen und
bendtigen O(n?) Speicher ~ viel zu teuer fiir groBe Probleme mit
n > 1000, insbesondere fiir strukturdynamische FEM-Modelle!
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Einleit Balanciertes Abschneiden S eiter Ordnung Nichtlineare MOR

Modellreduktion basierend auf balanciertem Abschneiden

@ Wahl anderer Gramscher Matrizen liefert weitere Verfahren, die fiir
spezielle Anforderungen (z.B. Minimalphasigkeit, Passivitat) geeignet sind.

@ Anwendung auf Systeme mit Massematrix (Ex = Ax + Bu) moglich, ohne
E~'A, E7'B zu bilden!
Varianten fiir E singular existieren.

@ Anwendung auf Systeme 2. Ordnung (mechanische Systeme) entweder
durch Linearisierung und Anwendung auf resultierendes LTI System oder
direkt auf Systeme 2. Ordnung (~~ spéter).

@ Klassische Implementierungen kosten O(n®) Rechenoperationen und
bendtigen O(n?) Speicher ~ viel zu teuer fiir groBe Probleme mit
n > 1000, insbesondere fiir strukturdynamische FEM-Modelle!

@ Seit ca. 10 Jahren Entwicklungen in der Numerischen Linearen Algebra,
die es durch Strukturausnutzung der FEM Matrizen erlauben, sehr groBe
Lyapunovgleichungen zu |osen.

n = 1.000.000 heutzutage in MATLAB moglich!
Rechenzeit < 1h auf quadcore Compute-Server.
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Numerische Beispiele

Elektro-thermische Simulation einer integrierten Schaltung [uette: Evgenii Rudnyi, CADFEM GmbH]

@ Testschaltung in Simplorer mit 2 Transistoren.

@ Konservatives thermisches Teilsystem in Simplorer:
Spannung ~~ Temperatur, Stromstarke ~» Warmefluss.

@ Originalmodell: n =270.593, m=p=2 =
Rechenzeiten (CMESS auf Intel Xeon dualcore 3GHz, 1 Thread):
— Losung der Lyapunovgleichungen: = 22min.
— Berechnung der red. Modelle: 44sec. (r = 20) bis 49sec. (r = 70).

— Bode-Diagramm (MATLAB auf Intel Core i7, 2,67GHz, 12GB):
mit Originalsystem 7,5h, mit reduziertem System < 1min.

™

;@
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Balanciertes Abschneiden

@00

Numerische Beispiele

Elektro-thermische Simulation einer integrierten Schaltung [quelle: Evgenii Rudnyi, CADFEM GmbH]

@ Originalmodell: n =270.593, m=p=2 =
Rechenzeiten (CMESS auf Intel Xeon dualcore 3GHz, 1 Thread):

— Losung der Lyapunovgleichungen: = 22min.

— Berechnung der red. Modelle: 44sec. (r = 20) bis 49sec. (r = 70).

— Bode-Diagramm (MATLAB auf Intel Core i7, 2,67GHz, 12GB):
mit Originalsystem 7,5h, mit reduziertem System < 1min.

Bode-Diagramm (Amplitude) Hankel-Singularwerte

, Transfer functions of original and reduced systems Computed Hankel singular values

6,,,(Gi0)

magnitude

o || —original 10
10" i —ROM 20
——ROM 30
——ROM 40 10°

ROM 50|
ROM 60|
_|l=—Rom 70

10 10° 10 10* 50 100 150 200 250 300 350
i
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Balanciertes Abschneiden

@00

Numerische Beispiele

Elektro-thermische Simulation einer integrierten Schaltung [quelle: Evgenii Rudnyi, CADFEM GmbH]

@ Originalmodell: n =270.593, m=p=2 =
Rechenzeiten (CMESS auf Intel Xeon dualcore 3GHz, 1 Thread):

— Losung der Lyapunovgleichungen: = 22min.

— Berechnung der red. Modelle: 44sec. (r = 20) bis 49sec. (r = 70).

— Bode-Diagramm (MATLAB auf Intel Core i7, 2,67GHz, 12GB):
mit Originalsystem 7,5h, mit reduziertem System < 1min.

Absolute Fehler

absolute model reduction error

2 ROM 50
10 —\~ Rous

6,1,(Gl0) - G )
5

o
‘max
3

Relative Fehler

relative model reduction error

Ly — rouz
10 —— Rom 30|

(G(jo) - G (j)) / lIGI|
3 3

).

10

4x
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Balanciertes Abschneiden Nichtlir

o] lo}

Numerische Beispiele
MEMS: Mikroschubdiise

o Systemintegration fester Brennstoffe
und Mikromaschine auf Siliziumbasis.

@ Ziel: Ziinden einzelner Brennstoffzellen
durch elektrischen Impuls.

o Anwendung: Nanosatelliten.

@ Thermo-dynamisches Modell, FEM
Diskretisierung des thermo-

dynamischen Modells ~» LTI System Polysi %oC
mtm=1 p=7. s
Si02
Fuel Si-substrate

Quelle: The Oberwolfach Benchmark Collection nttp://uww. intek.de/simulation/benchnark
Dank an C. Rossi, LAAS-CNRS/EU Projekt “Micropyros”.

Max Planck Institute Magdeburg Peter Benner, Modellreduktion: Moderne vs. modale Methoden 12/22


http://www.imtek.de/simulation/benchmark

Balanciertes Abschneiden
[ele] J

Numerische Beispiele
MEMS: Mikroschubdiise

@ Axialsymmetrisches 2D Modell.

@ FEM mit linearen (quadratischen) Elementen ~» n = 4,257( 11, 445),
m=1 p=T.

Max Planck Institute Magdeburg Peter Benner, M. ion: Mod. vs. modale Method: 13/22




Balanciertes Abschneiden

Numerische Beispiele

MEMS: Mikroschubdiise

@ Axialsymmetrisches 2D Modell.

@ FEM mit linearen (quadratischen) Elementen ~» n = 4,257( 11, 445),

m=1 p=T.

@ Vergleiche reduzierte Modelle berechnet mit BT und Krylovraumverfahren
(PVL), Dimension jeweils r = 30 sowie modales Modell (MT) der
Dimension r = 120.

Relativer Fehler fiir n = 4,257

o
100 o —
i -
Wl
N/
v — e
5 = = i
10 it }(‘\l—-./ 2
N CHTI /
2 // 4
i} 3 1 i
g2 g II ¥
2 S J 4
L A ]
——-BT LY £
=PV S Wenmad
— —.PVLs;-led
15
10 —mr
2 g 2 0
10 10 10 10 10

Max Planck Institute Magdeburg

Relativer Fehler fiir n = 11, 445

o
10" e = —
4, o
Nt
_______ BT g pal
10° gl /
° / \ %
3 II A /I
E 4 p3 i
g / ) ;
= ot % H ‘\ /
Fand ot M gy \
I LA LAEARI" ; i
-—-BT mad
——-PVL -1
—— PVL 5,-1e4
15
10 —MT
E] g ] 0 5
10 10 10 10 10
®
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Balanciertes Abschneiden

Numerische Beispiele
MEMS: Mikroschubdiise

@ Axialsymmetrisches 2D Modell.
@ FEM mit linearen Elementen ~ n=4,257, m=1, p=T7.

@ Vergleiche reduzierte Modelle berechnet mit BT (r = 21) und Modelle
wachsender Dimension fiir Krylovraumverfahren (PVL) bzw. modale

Modelle (MT).
Frequenzantwort BT /PVL Frequenzantwort BT/MT
10‘ 10‘
Full order Full order
3 —=-MTr-21
10 - L | T E— w— ml r=200
=~ — == MT, r-500
T % - 2T roro00
1o ™~ ; ——-BLr-21
3 = 3 ke
"g 10’ \ g 10
B z
s, z
10
10° ! Y
e N
10 ~
‘02 2 0 & 4 6 ‘07‘ -2 0 2 4 6
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
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Einleitung eic Systeme zweiter Ordnung Nichtlineare M
o

Systeme zweiter Ordnung
Ergebnisse einer FVV Vorstudie

FVV-Vorstudie: Moderne Modellreduktion elastischer Bauteile fiir die

Simulation flexibler Mehrkorpersysteme
P. Benner (TU Chemnitz), P. Eberhard (U Stuttgart), G. Knoll (U Kassel)

Kurbelwelle Regelungssystem zweiter Ordnung —
M g+ D g+ K 9=Bu
y=0Cc 9
Reduziertes Model | Verwendete Reduktionsansitze:
i1 - ) - K -_B J @ Modales Abschneiden
q q q . .
@ Interpolation via Krylov-
y=1I1C g Unterraum-Methoden

@ Balanciertes Abschneiden

Max Planck Institute Magdeburg Peter Benner, Modellreduktion: Moderne vs. modale Methoden
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Systeme zweiter Ordnung

oe

Ergebnisse einer FVV Vorstudie

Ergebnisse fiir Kurbelwelle, Ordnung n = 46.860, 35 Ein-/ Ausginge

2,000

Exakt

104 —— Modal (k = 82) t

B - == Krylov (k = 70) i

i - - = Pos.-Geschw. BT (k=80) | |

N B N

jég\ B 1

T
1075
! ! !
0 500 1,000 1,500
Frequenz [Hz]
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Systeme zweiter Ordnung
oe

Ergebnisse einer FVV Vorstudie

Ergebnisse fiir Kurbelwelle, Ordnung n = 46.860, 35 Ein-/ Ausginge
Modal vs. Krylov

1071 W\//\
1074 - e s .‘-2.'”.;-:-_-?;-_-;-.--_' :::: .
E I ------- o
< R
[0] . R
e IR R
g 1077 o )
> PR ’
+ \~'. I'
B b R . .
o . S =
10710 | AR R
.......... - ._’-_._~ 3 -- « == Krylov (k =
‘%, AM‘”' et - - = tang.Krylov (k = 82)
N IRKA (k = 70)
1013 : ‘
0 500 1,000 1,500 2,000

Frequenz [Hz]
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Systeme zweiter Ordnung
oe

Ergebnisse einer FVV Vorstudie

Ergebnisse fiir Kurbelwelle, Ordnung n = 46.860, 35 Ein-/ Ausginge
Modal vs. Balanciertes Abschneiden

]
‘4.'7 T - :“—_'
104 /\\ {;:.‘__...'.“_":-.-- .
E [\~_// .’~,_":"
= ’/ .
& ’¢/ - .
5 1077 - 7 ..' _
2 r~7 N
-~ Il -
— .
10-10 | /I ras ——— Modal (k = 82)
/2 AT Geschw.-Geschw. BT (k = 80)
‘,/" = = = Pos.-Geschw. BT (k = 80)
L syide -+ - . Standard BT (k = 160)
10°13 ‘ ‘
0 500 1,000 1,500 2,000

Frequenz [Hz]
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Balanciertes A neiden Systeme zweiter Ordnung
000 00e00

Dominante Eigenwerte

Ubliche Herangehensweise bei modaler Reduktion

Berechnung der Rechts-/Linkseigenvektoren x;, y; des Eigenwertproblems

(MM +X\D + K)x; =0, y//(XM+X\D+K)=0

beziiglich der Eigenwerte \; mit den kleinsten Realteilen.
Ansatzfunktionen aus Eigenvektoren und oftmals zusatzlichen statischen
Moden, z.B.: V :=[xq,...,x, K 1B], W:=[y1,.., v, K~ TC"].

Nachteile:

o Kleine Realteile allein geben keinen Aufschluss tiber den Einfluss von
Aj im Ein-/Ausgangsverhalten des Systems.

@ Unnotige Zunahme des Ordnung des reduzierten Systems bei vielen
Ein-/Ausgangen.
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Balanciertes A neiden Systeme zweiter Ordnung
000 [ele]e] o}

Dominante Eigenwerte

Alternativer Ansatz

Betrachten die Ubertragungsfunktion als Partialbruchsumme

2n
H(s) = C(s’M +sK + D)7 'B =
Jj=1

R;
S—)\j

mit Residuen R; := (COx)(y/'B)A; € CP*™.
Ansatzfunktionen aus Rechts-/Linkseigenvektoren zu dominanten
Eigenwerten, d.h. (\;, xj, y;) mit groBen Werten von

IRz
[Re (V)]

Diese dominanten Moden haben einen entscheidenden Einfluss im
Ein-/Ausgangsverhalten des Systems und verursachen Peaks im
Frequenzplot.
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Systeme zweiter Ordnung
ooce

Dominante Eigenwerte

Beispiel: System erster Ordnung mit zufilligen B, CT € R".

[— Exaktes‘ModeI‘, n= él? J

Max Planck Institute Magdeburg Peter Benner, M. ion: Mod. vs. modale Method: 18/22




Systeme zweiter Ordnung
ooce

Dominante Eigenwerte

Beispiel: System erster Ordnung mit zufilligen B, CT € R".
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Systeme zweiter Ordnung
ooce

Dominante Eigenwerte

Beispiel: System erster Ordnung mit zufilligen B, CT € R".

— Exaktes Model, n = 217
o Im()) der dominanten Eigenwerte
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Systeme zweiter Ordnung
ooce

Dominante Eigenwerte

Beispiel: System erster Ordnung mit zufilligen B, CT € R".

— Exaktes Model, n = 217
o Im()) der dominanten Eigenwerte
--- k = 46 dominante Eigenwerte
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Systeme zweiter Ordnung
ooce

Dominante Eigenwerte

Beispiel: System erster Ordnung mit zufilligen B, CT € R".

— Exaktes Model, n = 217
o Im()) der dominanten Eigenwerte

--- k = 46 dominante Eigenwerte

------ k = 46, kleinste Re (\) + statische Moden
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Systeme zweiter Ordnung
ooce

Dominante Eigenwerte

Verfligbare Algorithmen fiir die Berechnung der dominanten
Moden und Eigenvektoren:

@ Subspace Accelerated Dominante Pole Algorithm
(SADPA),

o Rayleigh-Quotienten-Iteration, loden

@ Jacobi-Davidson-Verfahren.
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pMOR

Parameter-erhaltende Modellreduktion

Beispiel: Designoptimierung fiir Mikrosysteme

Mikrogyroskop (butterfly

@ Anwendung: Inertialnavigation
(Tragheitsnavigation)

@ Anregung der Elektroden durch angelegte
Spannung lasst Fliigel vibrieren, durch
Coriolis-Kraft erzeugte Rotation liefert
Sensordaten.

o FE-Modell 2. Ordnung:

N=17.361~n=34722, m=1, p=12. e

Coriolis acc. Goriolis acc,

_-—

@ Sensor zur Positionsbestimmung aus
Beschleunigung und Drehung.

Quelle: The Oberwolfach Benchmark Collection nttp://www. intek.de/simulation/benchmark
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pMOR

Parameter-erhaltende Modellreduktion

Beispiel: Designoptimierung fiir Mikrosysteme

Mikrogyroskop (butterfly gyro)
Parametrisches FE Modell: M(d)x(t) + D(0, «, B)x(t) + T(d)x(t) = Bu(t).

[FENG/BENNER/KORVINK ’10]

Gefordert durch DFG Projekt BE2174/7-1 Automatic, Parameter-Preserving Model Reduction
for Applications in Microsystems Technology mit IMTEK, Freiburg.
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rtes A 1 eiter Ordnun Nichtlineare MOR

armeter-erhaltende Modellreduktion

Beispiel: Designoptimierung fiir Mikrosysteme

Mikrogyroskop (butterfly gyro

Parametrisches FE Modell:

M(d)x(t) + D(0, o, B)x(t) + T(d)x(t) = Bu(t),

wobei
M(d) = M+ dMs,

D(8,o,8) = 6(D1+ dD>)+ aM(d)+ BT(d),
Td) = Ti+>Ts+dls,

mit

@ Breite des Tragers: d,
@ Winkelgeschwindigkeit: 6,

@ Rayleigh Dampfungsparameter: «, 3, [FENG/BENNER/KORVINK '10]
”

Geférdert durch DFG Projekt BE2174/7-1 Automatic, Parameter-Preserving Model Reduction
for Applications in Microsystems Technology mit IMTEK, Freiburg.
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pMOR

Parameter-erhaltende Modellreduktion

Beispiel: Designoptimierung fiir Mikrosysteme

Mikrogyroskop (butterfly

Original. .. und Falschung (reduziertes Modell).

©=0025 w=0026

8

[H(jeo, bud)|
B 8
IH (je,8.d}|

5

g
-

160~
2

ra

Gefordert durch DFG Projekt BE2174/7-1 Automatic, Parameter-Preserving Model Reduction
for Applications in Microsystems Technology mit IMTEK, Freiburg.
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Einleitung iertes Abschneiden S eit Ordnung pMOR Nichtlineare MOR

armeter-erhaltende Modellreduktion

Algorithmische vs. Hardware Beschleunigung

o Parameterstudien miissen den Ingenieuren auf ihren
Desktopcomputern auf taglicher Basis zur Verfligung stehen.

o Im Mikrogyroskop-Beispiel konnte die Parameterstudie
von ca 3 Tagen auf 1 Stunde
reduziert werden mithilfe einer neuen mathematischen Methode.
= Beschleunigungsfaktor ~ 72.
Anderes Beispiel (Anemometer): Reduktion von iiber 11 Tagen auf ca. 90sec.
~~ 10.500fache Beschleunigung!

o Da Prozessortakt limitiert ist, benotigt eine entsprechende
Beschleunigung durch Hardware Mehrkern-Technologie.

o Bei idealem Speed-up: Bendtige ~ 288 (21.000) Kerne!

Max Planck Institute Magdeburg Peter Benner, Modellreduktion: Moderne vs. modale Methoden
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Balanciertes A

MOR Nichtlineare MOR

Ansatze zur nichtlinearen Modellreduktion

@ Viele nichtlineare Systeme lassen sich durch quadratisch-bilineare
differentiell-algebraische Gleichungen (QBDAEs) der Form

Ex = A1x + Axx ® x + Nxu + bu,
y = X,
darstellen. (Hier: E, A;, N e R"™" A, € ]R"X”Z, b,cT € R™)

o Kombination quadratischer und bilinearer Regelungssysteme.

o Charakterisierung des Input-Output-Verhaltens durch
verallgemeinerte Ubertragungsfunktionen, z.B.

Hi(s) = c(sE — A1) b,
R —

G(s)
Hx(s1,52) = %C((Sl +5)E— A1) A(G(s1) ® G(s2) + G(s2) @ G(s1))

TN (G(s1) + G(=2))]

Max Planck Institute Magdeburg

Peter Benner, Modellreduktion: Moderne vs. modale Methoden 21/22



Balanciertes Abschneiden Ordnun MOR Nichtlineare MOR

Ansatze zur nichtlinearen Modellreduktion
o FitzHugh-Nagumo System: Einfaches Modell fiir
Neuronen-(de-)aktivierung.
6Vt(x7 t) = 62VXX(Xv t) + f(v(xa t)) - W(X7 t) + &,
Wt(Xv t) = hV(X7 t) - 'YW(Xv t) + 8,
mit f(v) = v(v — 0.1)(1 — v) und Anfangs- und Randbedingungen
v(x,0) =0, w(x,0) =0, x € [0,1]
v«(0,t) = —io(2), vx(1,t) =0, t >0,
wobei e = 0.015, h = 0.5, = 2, g = 0.05, io(t) = 50000t> exp(—15t)
@ Betrachte Parameter g als zusatzlichen Eingang.

@ Dimension n = 2 - 400, QBDAE Dimension N = 3 - 400, reduzierte
QBDAE Dimension r = 26.

[B./BREITEN 2010]
”

Max Planck Institute Magdeburg Peter Benner, Modellreduktion: Moderne vs. modale Methoden
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Nichtlineare MOR

Ansatze zur nichtlinearen Modellreduktion

3d Phasenraum

[B./BREITEN 2010]
”
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Zusammenfassung und Ausblick

o Aktuelle Forschung:
— Parametrische Systeme,
— nichtlineare Systeme (z.B. MX + Dx + K(x)x = Bu),
— Systeme mit Totzeiten,
— diskrete/stochastische Systeme.

o Bisher Anwendungen in

Mikrosystemtechnik und Nanoelektronik,

im Werkzeugmaschinenbau und der Fahrzeugtechnik,
Thermodynamik und CFD,

einige Beispiele aus der Systembiologie und Neurologie.
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